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Der I-Träger unter Belastung durch Drehmomente 


Ein Beitrag zur Lösung verschiedener Probleme mit den Methoden der gewöhnlichen Baustatik 


Von Dr.-Ing. Karl Adolf Müller, Friedberg bei Augsburg 


1. Vorbemerkungen 


Der durch Drehmomente senkrecht zu seiner Achse belastete I-Träger zeigt bekanntlich die Erscheinung, daß 
die in den einzelnen Querschnitten wirkenden Verdrehungsmomente nicht allein durch Torsionsspannungen, 
sondern auch durch in der Flanschebene wirkende Querkräfte übertragen werden. Diese Querkräfte ver- 
ursachen eine Ausbiegung der Trägerflansche, so daß bei der Verdrehung der Querschnitte diese nicht eben 
bleiben, sondern proportional zu den durch die Flanschbiegung erzeugten Dehnungen der Flanschfasern ver- 
wölbt werden. In der Literatur wird diese Art der Verdrehung auch mit Wölbkrafttorsion bezeichnet, im 


Gegensatz zur reinen Drillung, bei der die Drehmomente allein durch Torsiopsspannungen aufgenommen 
. werden und die Querschnitte ganz oder nahezu eben bleiben. Dies ist der Fall bei allen geschlossenen Quer- 
. schnitten. 


Das Problem wurde grundsätzlich erstmals von Timoshenkot) behandelt. Eine zusammenfassende Dar- 
stellung der Berechnung des I-Trägers unter der Wirkung von Drehmomenten findet sich bei Unold?). 


Die Arbeit behandelt den geraden Stab und den Kreisträger. Für die Verformung sind Differentialgleichungen 
aufgestellt, deren Lösung aber sehr unbequem ist, insbesondere durch die Berücksichtigung der Lagerungs- 
 artan den Enden, so daß die Anwendung nur auf wenige, einfache und symmetrische Belastungs- und Trag- 


werksformen beschränkt bleibt. 

Ein allgemein verwendbares Verfahren für den Kreisträger schlägt Stüssi®) vor. Seine Methode ist den 
üblichen Mitteln der Baustatik angeglichen, indem sie zur Berechnung statisch unbestimmter Auflagergrößen 
Elastizitätsgleichungen zu Hilfe nimmt und die Flanschbiegemomente mittels Differenzengleichungen zu 


- bestimmen gestattet. Der Anwendungsbereich ist damit wesentlich erweitert, so daß das Problem bei Be- 
rücksichtigung.verwickelter Lagerbedingungen und verschiedenartiger Belastungsfälle in einer übersicht- 


lichen und nicht zu aufwendigen Berechnung einer einwandfreien Lösung zugänglich ist. 
Kurz umrissen ist das Verfahren von Stüssi folgendermaßen aufgebaut: 


Ziel der Berechnung: Bestimmung aller statisch unbestimmten Größen. Solche sind die überzähligen Auf- 
- lagerkräfte und die — bei Einteilung der Trägerlänge in eine Folge endlicher Abschnitte - an den Abschnitts- 
grenzen wirkend gedachten Flansch- oder Torsionsmomente. 


x 


. Rechnungsgang: 


1. Berechnung der inneren Kräfte (lotrechte Momente und Querkräfte, Drehmomente) aus einem statisch. 


bestimmten Grundsystem, indem alle statisch unbestimmten Größen gleich Null gesetzt werden. 


2. Berechnung des Hauptsystems durch Aufteilung der Drehmomente in Anteile reiner Torsion und ‚Quer- 
kraftbiegung in den Flansehebenen mittels eines dreigliedrigen Gleichungssystems mit den Torsions- 
momenten oder den Flanschmomenten als Unbekannten. 

3. Aufstellung und Auflösung von Elastizitätsgleichungen am Hauptsystem zur Ermittlung der statisch un- 
bestimmten Auflagergrößen. Anwendung der Superpositionsgleichungen zur Bestimmung der endgültigen 
Flansch- und Torsionsmomente. 


In der vorliegenden Arbeit wird nun der Gedankengang von Stüssi?) auf die Anwendung für den geraden 
Stab und den beliebig gestalteten Stabzug (Balkonträger) erweitert. Auch hier wird die Ermittlung der 
inneren Kräfte des Hauptsystems auf die Lösung eines dreigliedrigen Gleichungssystems zurückgeführt, wo- 
bei für die Aufstellung desselben ein anderer Weg beschritten wird. Im besonderen wird auf die Berechnung 
der Verformungen eingegangen, für welche sich neue, sehr anschauliche Beziehungen ergeben, die für die ein- 
fache Berechnung der äußerlich statisch unbestimmten Größen von großer Bedeutung sind. Ferner wird die 
Berechnung von Einflußlinien für die Flanschmomente gezeigt; auch hierfür wird eine grundsätzliche Be- 
‘ ziehung zur Vereinfachung aufgestellt. Für den geraden Stab mit nur einem äußeren Drehmoment wird ein 
verkürztes Verfahren entwickelt, das eine rasche Ermittlung der inneren Kräfte ermöglicht. 

Die angreifenden Kräfte werden punktweise als Einzellasten angesetzt. Im übrigen werden alle Voraus- 
setzungen gemacht, wie sie für die ‚Theorie I. Ordnung‘ üblich sind, so daß alle Lehrsätze der gewöhnlichen 
Baustatik gültig bleiben, deren planmäßigem Einbau in das Verfahren größte Aufmerksamkeit zugewendet 
wird. Die Arbeit setzt achsensymmetrische Querschnitte voraus. 


1) Timoshenko, Einige Stabilitätsprobleme der Rlastizitätstheorie. Z. f. Math. u. Physik 1910, S. 237. 

2) Unold, Der Kreisträger. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens Heft 255 Berlin 1922, 
‚ VDI-Verlag. 

5) Stüssi, Der Kreisträger mit I-Querschnitt. Schweiz. Bauztg. Bd. 111, Nr. 14, Sonderheft Rohn.. 

4) Der Verfasser hat unabhängig vor einigen Jahren die gleiche Methode gefunden. Die Arbeit von Stüssi 

wurde ihm inhaltlich erst durch die freundliche Vermittlung von Herrn Prof. Dr. K. Klöppel, Darmstadt, 


bekannt. 


1* 


x 
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II. Der gerade I-Träger 


Zur Bestimmung der inneren Kräfte wird der Stab einer Folge von Punkten %k entsprechend in eine Reihe 
endlicher Abschnitte a; unterteilt gedacht. Die Punktfolge k wird dabei zweckmäßigerweise so gewählt, daß 
die Lage der äußeren Drehmomente mit gewissen Punkten % zusammenfällt. Je enger die Punktfolge ist, 
desto genauer wird die Berechnung, wobei aber zur Erzielung ausreichend genauer Ergebnisse nicht zu ge- 
wissenhaft vorgegangen zu werden braucht. Meist ist es möglich, mit einer regelmäßigen Punktfolge k und 
damit mit lauter gleichen Abständen a; = a auszukommen, was die Berechnung wesentlich vereinfacht. In 
der folgenden Entwicklung wird diese Möglichkeit vorausgesetzt. Es werden zunächst die Beziehungen zwi- 
schen den äußeren und inneren Kräften und den Verformungen aufgestellt, sodann werden die Bedingungen 
besprochen, die bei Berechnung äußerlich statisch unbestimmter Größen anzuwenden sind. Schließlich wird 
die Ermittlung von Einflußlinien gezeigt und einige Sonderfälle und Zahlenbeispiele erläutert. 


. a) Die Beziehungen am Grundsystem 


Das Grundsystem soll dadurch gekennzeichnet sein, daß in allen Punkten % in die Flansche Gelenke derart 
eingeschaltet gedacht werden, daß durch sie über den ganzen Querschnitt lediglich Torsionsspannung, nicht 
aber Flanschbiegemomente übertragen werden können. Die Querschnitte können für das Grundsystem da- 
mit als wölbfrei angesehen werden. Im Gegensatz zu der Festlegung bei Stüssi wird hier nicht gefordert, 
daß das Grundsystem statisch bestimmt gelagert ist. Man wird die Entfernung der Überzähligen so vor- 
“nehmen, daß einfache Grundformen des Tragwerkes entstehen. Beim geraden Träger wird dabei bezüglich 
der Lagerung der Flanschenenden entweder der Balken auf zwei Stützen nach Abb. la oder der Kragträger 


Abb.1b. 


nach Abb. Ib mit gelenkigem Flanschanschluß als Grundsystem zu wählen sein. Der Kragträger ist Een 


bestimmt gelagert; das Drehmoment am Auflager ergibt sich eindeutig aus den Gleichgewichtsbedingungen. 


Der Träger auf zwei Stützen hingegen ist einfach statisch unbestimmt; zur Bestimmung der Reaktions- 
momente ist hier eine Formänderungsbedingung heranzuziehen. An Hand der Abb. la und 2 soll die Br 
rechnung der Auflagerkräfte H, und H„ kurz besprochen werden. Dabei sei der allgemeine Fall voraus- 
gesetzt, daß Trägheitsmoment J und Drillungswiderstand Jg mit den Abschnitten ax wechseln. 3 

Mit Hy:h=da Hn-kh=dy und P.:h= Dy ergibt sich aus der Forderung des Gleichgewichtes gegen 
Verdrehen nach Abb. 2 für die im 
Querschnitt m wirkenden Ver= 


Der Verdrehungswinkel ö im Querschnitt m gegen das Auflager a errechnet sich mit az’ = ar: 4 


I zu 
Jar © 
m-1 m R m k-1 ” 
d 2. DE 2.44 2a. &.D; 
De en Er U 5 r 1 1 5 
GI N Fr Pe ee : 


lag enseh 


drehungsmomente 
dm = da — 2 rer (1) 
und 
n-—1 z 52 i 
Ga Hi 2. Dei a, (La) 
n a 
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x Fordert man zur Bestimmung der. Überzähligen d., daß der Verdrehungswinkel in n verschwindet, so wird 
aus : 


Für konstantes een! und Drillungswiderstand ergibt sich daraus mit az’ = a; und nach Abb. 2 


mit Dar — 1 und Sa 
- kl 


In ‘ähnlicher Weise ergibt sich für den Belastungsfall nach Abb. 10a, von dem im Verlaufe der Abhandinnz 
noch mehrmals die Rede sein wird: 


ayXı:l 
RE n DK IE N (2b) 
GET A22 0 { f 
1 
und für konstanten Querschnitt 
Xr:h 
Re - EIER ET EEE .n; (2e) 


Im weiteren wird konstanter Querschnitt vorausgesetzt, und nur wo es notwendig erscheint auf Besonder- 
heiten bei wechselndem Verlauf hingewiesen. 


b) Die Berechnung des Hauptsystems 


Das Hauptsystem soll dadurch gekennzeichnet sein, daß alle am Grundsystem ausgeschalteten Flanschbiege- 
momente zur vollen Wirksamkeit gelangen. ; 
Sie zu berechnen besteht die Aufgabe nun darin, die beiden Anteile aus den Drehmomenten dj, zu ermitteln, 
die einerseits durch reine Torsion und andererseits durch die Verl biegung der Flansche aufgenommen 
werden. In Abb. 3 sind die 

in den Querschnitten dreier ES, VW vr Vol 
aufeinanderfolgender Punk- n 

tem — 1,m, m +1 wirken- BGE v7 2 Am Ufm#1 
den inneren Kräfte einge- «+ »Emmmmcke >> «4 I-— BR 


tragen. Die Flanschbiege- 


momente F und die hieraus Im-7 Im 2 2 Em Im Im Im, dmrı met 
e n_ , ” 2447 +7 
entstehenden Flanschquer ar BE E m 


kräfte V mögen für den 
Oberflansch gelten. Im Un- Abb. 3: 

terflansch ‚sind sie gleich 

groß, aber entgegengesetzt gerichtet. Die Torsionsmomente sind mit T bezeichnet. Man erhält hiernach: 


Aus der Forderung des Gleichgewichtes gegen Verdrehen 3 
(Re a EEE OR ER De (3) 


wobei der Hebelarm h der gegenseitige Abstand der Flanschschwerpunkte ist, 
aus der Forderung des Gleichgewichtes des Stababschnittes m — 1, m gegen Verdrehen 


Din Tim Im It: Von N Vena Veen euren (4) 
und aus der Forderung des Gleichgewichtes eines Stababschnittes gegen horizontales Ausdrehen 
Von N ee ee ernele r e (5) 
Wird (5) in (4) eingesetzt, so wird zunächst 2 
Tm — Imı = Im — Im-ı — Pn-ı — 22m + Ins) Ze trennen (6) 


Eine weitere Gleichung, mit Hilfe deren die Differenz 7, — T_, eliminiert werden kann, gewinnt man aus 
den Beziehungen zwischen den Schnittkräften und den Formänderungen des Trägers. 
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Abb. 4 zeigt die Ausbiegung des Trägeroberflansches 
des Abschnittes m — 1, m, m + 1. In diesen Punkten ist di 
horizontale Auslenkung 294-1, 2m, Zm+: Entsprechend 
Ausbiegung des Unterflansches — 2m-1, — 2m, —mtı: W 
des kontinuierlichen Biegungsverlaufes muß nun geford: 
werden, daß die Biegelinie in den Punkten %k keinen Knie 
aufweisen darf. Diese Forderung erfüllt die bekannte W-Ge 
wichts-Beziehung: = i 


a OE e ) —+ Zm+ı°) 3 
ern m Lam! 55 2; PER ER ER 


2 


Eine ähnliche Beziehung ergibt sich zwischen den Ausbiegungen und den Torsionsmomenten wie folgt: 
\ s | ee 2 
‘Der Querschnitt m verdreht sich gegen den Querschnitt m — 1 um den Winkel dm = (Zm — &m-ı) ' Tr 


S 
(7 + = Trägheitsmoment des Einzelflansches = — J ») ; 


(vgl. Abb. 5). 
Diese Verdrehung erzeugt ein Torsionsmoment e 
AR AR 2 i , 
! Taı = See (ei an) er a . a .. (8a) u 
2GJa j | \ B 
H IR — Day . (Zm+ı I 2m) ul eela nee ne wuesunieta Senseo alle dLcra, em (8b) x hya : 


Es muß hier hervorgehoben werden, daß bei vorstehender Berechnungsweise die Dreh- 
momente d„ nach (1) feldweise bis zur Angriffsstelle jeweils eines neuen äußeren Dreh- 
 momentes Dj; konstant verlaufen. Das gleiche gilt für die Flanschquerkräfte, da die - 3 
Momente festsetzungsgemäß von Punkt zu Punkt linear verlaufen. Hieraus ergibt sich nach (3), daß 
‚auch die Torsionsmomente feldweise konstant sind. Die Bezeichnungsweise in Abb. 3 ist demnach so zu 
- verstehen, daß die Einleitungsstellen der äußeren Drehmomente jeweils kurz vor den rechten Enden der 
- Trägerabschnitte liegen. - in 
Zieht man (8a) von (8b) ab, so erhält man 


ORGE wi > 
Tm — Tm-ı = be (m a Ar 9) 


AZ "Eliminiert man weiter den Klammerausdruck mittels (7), so wird. 
Bo Le 


DE N a ee (10) 
30, | 


; Er 
Schließlich erhält man durch Gleichsetzen der rechten Seiten von (6) und (10) ein dreigliedriges Gleichungs- 
' system zur Berechnung der Flanschmomente F: Seh ; 


Fa 1 = 8) + Fm(4+20) + mp (l- = — (dm — Am) ennanennnen a) 
mit Sa 
i 3 BJr A ; Jy R2 
h \ e= EN ° Ya bzw. für @ == 0,385 E mit e SG 3,9 FR Dr 2 
Die Gleichungen können sowohl für den Träger mit freidrehbaren als auch mit eingespannten Flanschenden 3 
benutzt werden. Im ersteren Falle sind sie aufzustellen für alle Punkte, mit Ausnahme der Endpunkte, im 
- „zweiten Fall sind auch die Endpunkte in das Gleichungssystem mit einzubeziehen, so daß also zwei Glei- 


‚chungen mehr zu lösen sind, wie es der Natur der zweifachen äußeren statischen Unbestimmtheit dieses 
_ Falles entspricht. Es gilt dann für die Endpunkte: ak > ES 


= F RE 


NOrSITMUS Sen -— ER ER .. (la) 


r 


‚ Statt dessen kann natürlich auch der Momentenverlauf am Hauptsystem ohne Flanscheinspannung be- 
stimmt und der Einfluß der Randmomente als äußerlich statisch unbestimmter Größen in einem gesonderten 
Rechnungsgang ermittelt werden. Davon wird im Abschnitt d) gesprochen werden. BE 


5) Vgl. z. B. Müller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitsleh va = 
} gärtners Buchhandlung. . ie 2 % En TeipEe, ee 


r b E x « 
De n 
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= Sind die Flanschmomente bekannt, so ergeben sich die Torsionsmomente leicht aus (3), was mittels (5) zu : 
ee De 
- führt. Die Biegelinie des Flansches kann nach (8a) ermittelt werden zu 

; ah ah m-ı : EEE 
Zm = PICHF, A + Zm-ı = 307, 3 EIS etc ou: (13). FRE 
Es brauchen aber nicht erst die Torsionsmomente bestimmt zu werden, um die Biegelinie zu berechnen. 
. „Man erhält sie einfacher, wenn man die Beziehung von (12) für (13) ausnützt. Es wird mit dieser Operation 
z FE ah =. h m-ı m-1. nn RE ing NR ö 
"ag, | Erin Er) = ganla 24 Am) os 

Entsprechend der Definition von d, und D;, wird aus (1) für irgendeinen Punkt s: 
5 177 $ a . j 4 1 
7 Hah-ZD)= = 0, ‚ Be 


m—1 4 Mh.” 
also die a-fache Querkraft der Flansche infolge P;. Damit wird 2Q,'a = M,m, d.h. das Moment des 
\ a0 x 


Flansches infolge der horizontalen Kräfte Pr, wenn jeder Flansch ohne Zusammenhang mit dem Steg für { 
sich allein auf Biegung beansprucht würde. 
Man kann also schreiben : 2 Be 


m ydg; 

und den Satz aussprechen: 

Die Ordinate der Biegelinie ist bei konstantem Querschnitt proportional der Differenz zwischen den 

Ordinaten der Zustandslinien für das Flanschmoment ohne Zusammenhang mit den Stegen und das 
i tatsächliche Flanschmoment. 2 
Dieser Satz wird sich als besonders nützlich erweisen bei der Aufstellung der Elastizitätsgleichungen für die # 
Berechnung der äußerlich statisch unbestimmten Größen. Bevor jedoch darauf eingegangen wird, wird ein, 
vereinfachtes Verfahren bei ganz oder teilweise homogenem Gleichungssystem erläutert. 


c) Vereinfachte Berechnung bei homogenem Gleichungssystem 


Wirkt auf das Tragwerk nur ein äußeres Drehmoment P,;,:h = D, im Punkte s, so sind alle Gleichungen (11) , Be 
mit Ausnahme derjenigen für s homogen, da d; beiderseits s bis zu den Auflagern hin konstant verläuftund 
demnach für alle Punkte &k mit Ausnahme von s d, — d;_ı = 0 wird. Kr 
Mittels (1) wird für s 


da Dr Er 

s-1 8 

und - ds_ı = da— 2 Dr- ZEREE 
Man erhält damit Ip, R: 
“und die Gleichung für den Punkt s lautet: PN. 
ea May. 

Fuhl—-)+R@d+2)+Rul-)=D N 

Für alle übrigen Gleichungen verschwindet die rechte Seite, wenn man nur Tragwerke mit gelenkig gelagerten 


Flanschenden in Betracht zieht. 

Diese Tatsache kann in einem für die Abkürzung der Berechnung günstigen Sinne ausgenützt werden. Man 
erkennt leicht, daß bei homogenen Gleichungen die Flanschmomente von oder bis zur Laststelle s einen ein- 
deutigen, lediglich von einem noch gesondert zu bestimmenden Festwert abhängigen Verlauf haben. Man 
braucht nur F, in der ersten Gleichung als Unbekannte zu belassen und kann dann alle übrigen Momenten- 
werte F} als Funktionen von F, ausdrücken. Geht man auf diese Weise von einem Flanschende 0 aus vor, 
so ergeben sich alle Momentenwerte Fr bis zur Angrifisstelle s zu: 


Da REN a (15) 


worin F, dennoch unbekannten Momentenwert im Punkte 1 und uz einen mit der Punktfolge k veränderlichen 

Faktor darstellt. v7; läßt sich rasch und einfach mittels folgender aus dem Gleichungssystem (11) gewonnenen 
Rekursionsformel berechnen: 

4-+2e 

NE re 


Der Anfangswert u, hat dahei die Größe 1. 
Für den Träger auf zwei Stützen kann nun weiter folgendermaßen vorgegangen werden: 
Mit (15) ist der Momentenverlauf des Trägerabschnittes 0 — s proportional zu F, eindeutig festgelegt. 


a 


- äußeren Drehmomente D, und D; an. Betrachtet man nachein- 


- läßt sich für jeden ein zugehöriger Momentenverlauf aus den 
jeweiligen homogenen Systemen nach (15) angeben, und zwar 
= .für 


sind diese drei Äste derart zu superponieren, daß die Summe 


+ Pi Uns + Fi! un_ı = 0, woraus zunächst 


zu berechnen ist. 


Ei Ti \ EREENEEN 


a or 


= ge ‘ > 


e- 
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ir 


Ebenso ist auch vom anderen Ende n her zu verfahren, wobei mit ; Einführung der Punktfolge k und n = ° NE 
für den Trägerabschnitt n — s der Momentenverlauf als F% = F, : up zu bestimmen ist. Es bleibt dann ledig- 


lich die Aufgabe, die noch unbekannten Anfangsmomente F, und F, aus geeigneten Bestimmungsgleichungen 


"zu ermitteln. Dazu stehen folgende Bedingungen zur Verfügung: 


1. Das Moment F muß das gleiche sein, gleichgültig, ob man von O0 her oder von n her rechnet, leo 
Fur = F, Ur- 


5 De Gleichung s des Systems (11) muß erfüllt sein, wenn man die Momentenwerte F3-,, Ps, F,_, als Funk- 
tionen von F, oder F, im Sinne von (15) einsetzt, also f 


4190 a 
Fu + Ws 1277 ee 
Der Klammerausdruck ist nach (16) = —uy+, und F, nach der erstgenannten Bedingung = (F, ' us)[üs 
Damit erhält man S 
Be > = 7 e— e [47 
n-ı n ieh 
0 13, -k S. FE ee (17) 
u 
EU — Ust 


Verfahren mit den in obiger Formel angewen- 
deten Bezeichnungen dargestellt. 

= BE Das geschilderte Verfahren bleibt in den Grund- 

K=fjus* Fün-s-hUs zügen auch noch mit Vorteil anwendbar, wenn 

Abnre, der Träger durch einige wenige äußere Drehmo- 

mente belastet ist. Es sind dann die Momenten- 

äste F, : ur, der einzelnen lastfreien Strecken in sinnvoller Weise aneinander zu reihen, wobei für jede Strecke 

ein neuer Anfangswert F', und für die Berechnung der «7 eine von O0 beginnende und mit dem Ende der Strecke 

aufhörende Punktfolge anzunehmen ist. Die Werte F, sind dann aus geeigneten Bedingungen für die Über- 


.. .gangspunkte eines lastfreien Abschnittes zum nächsten oder, was dasselbe ist, für die Lastangrifispunkte zu 
bestimmen. Die Wertfolge «7, bleibt dabei immer die gleiche, da 
gleichmäßige Punktfolgeı und konstantesJ rund.J4 vorausgesetzt 
. ist. Eine Möglichkeit, auf diese Weise den Momentenzustand zu 


FRURS Fr Un-t 


berechnen, zeigt Abb. 7. In den Punkten s und i greifen die 


ander die Abschnitte O—n, s—n und t—n als lastfrei, so 


0—n: Fur 
s—Nn:! Bi: Uk-s 
it —n: Pi " Uk-t- 


Um zur tatsächlichen Momentenzustandslinie zu gelangen, 


ihrer Werte für den Punkt n verschwindet, daß also F} : un 


Fi uns + Ft? " Un-t 


ni a (17a) 


Die Superpositionsgleichung für F7. lautet: 

KH UcH Fir ups Fun. een (18) 
Die Beiwerte F,® und F}? sind aus den Gleichungen für s und £ 
des Systems al) zu Bestimmen. wenn man darin für die drei 


aufeinanderfolgenden Momente F FR, 1» fs, fs+, usw. die rechten 
Seiten der Superpositionsgleichung einführt. Es ergibt sich für s: Abb. 7. 


I 4+2 
rm 4% ni tm) + Bi =D — 


a 


eh 


und daraus mit 


4-+2e 
Us + Us a een 
a 
sc Dee 5 


In Abb. 6 ist der Momentenverlauf nach diesem 


Ü 


. Ordinaten der Momentenzustandslinie 


x 


\ 
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“ Analog wird: t 
2 RZ ea 
et l—eh' 


Die Werte uz steigen mit wachsender Punktfolge rasch an, so daß ersichtlich wird, daß die Berechnung der .. 


Momentenzustandslinie nach (18) tunlichst nur mit der Rechenmaschine vorgenommen werden sollte; denn 
die Momentenwerte Fj ergeben sich als Differenzen großer Zahlensvon ähnlichem Wert. Deshalb werden 
besser die Zustandslinien getrennt für die einzelnen äußeren Drehmomente nach dem zuerst geschilderten 
Verfahren für Einzeldrehmomente bestimmt und zum Gesamtergebnis superponiert. 

Es bleibt noch zu erwähnen, daß die-Gleichung (17a) für den Fall der Belastung durch nur ein äußeres Dreh- 
moment gegenüber der gleichbedeutenden Gleichung (17) wesentlich zu vereinfachen ist. Setzt man in (17 a) 


für F,! den errechneten Wert D, 1 B 2 - ein, so erhält man 
eV U 
iD DE a N EN Do Se 1 
1 Ss HESS MTR ( 7b) 
bzw. in der Bezeichnungsweise von (16) 
F e*dr* Us 
\ n el 2) an r 
„Analog ist 
re e-A- Us 
R=—D sg eeesserseeeeteesnne (17c) 


Das geschilderte Verfahren gilt in analoger Weise auch für den Kragträger. Lediglich die Bedingungen für 
die Berechnung des Festwertes F, sind andere. Beim Kragträger mit eingespanntem Flanschende ist bei- 
spielsweise die Bedingung heranzuziehen, daß an der Einspannstelle die Tangente an der Biegelinie = 0 
sein muß, was mittels (14) in der Berechnung bequem zu berücksichtigen ist. 

Im Abschnitt g) Zahlenbeispiele ist das obengeschilderte Verfahren eingehend erläutert. Es wird gezeigt 
werden, daß seine Anwendung außerordentlich einfach ist und mit dem Rechenschieber gute Ergebnisse 


erzielt werden. 


Bevor im weiteren auf die Berechnung der äußerlich statisch unbestimmten Größen eingegangen wird, muß 
noch auf einen besonderen Belastungsfall hingewiesen werden, der einerseits sehr bequem mittels des ver- 
einfachten Verfahrens gelöst werden kann und andererseits bei der Berechnung der äußerlich statisch 
Unbestimmten sehr häufig auftritt. Es ist dies die Belastung des Trägers auf zwei Stützen durch ein Momen- 
tenpaar + 1 in Flanschebene (die Vor- 
zeichen entsprechen dem Ober- bzw. 
dem Unterflansch). Dieser Fall ist 
in Abb. 8 bildlich dargestellt. Das 
Gleichungssystem ist hierfür auf die 
ganze Trägerlänge mit Ausnahme der 
Einspannstelle homogen, so daß die 


entsprechend der Punktfolge k nach 
(15) sofort angeschrieben werden kön- 
nen zu 


Fr=F, ur, 


_ wobei die Punktfolge von dem der Abb. 8. 


Einspannstelle gegenüber liegenden Ri = 
Ende aus angeschrieben wird. Für n muß Fr den Wert 1 annehmen, womit sich ohne weiteres ergibt 


d) Die Berechnung der äußerlich statisch unbestimmten Größen 


Die Berechnung der äußerlich statisch unbestimmten Größen ist im Sinne der Baustatik am statisch un- 
bestimmten Hauptsystem vorzunehmen. Nachdem die Bestimmung der inneren Kräfte und Formänderungen 
des Hauptsystems in den vorhergehenden Abschnitten hinreichend besprochen wurde, ist die Aufstellung 
der Formänderungsgrößen und Elastizitätsgleichungen mit bekannten, in der Baustatik üblichen Methoden 
durchführbar. Der Rechnungsgang sei der Vollständigkeit wegen kurz wiederholt, wobei auf ausnutzbare 
Vereinfachungen im besonderen hingewiesen wird. 

Die Flansch- und Torsionsmomente seien für die einzelnen Zustände am Hauptsystem folgendermaßen be- 
zeichnet: 

RR] infolge der äußeren Drehmomente, 


Fr Im! infolge einer äußerlich statisch unbestimmten Größe X7 = — 1 und entsprechend 
PR TnT infolge X77 = — 1 usw. 


AII-II = Ft Fa! gr + (En! Tl! GI 
usw. De 


i Schließlich Sicher sich aus den Kontinuitätsbedingungen die Tastinieiedleidhrangen für die. Lösung der 
2%  Unbestimmten zu 
arı:Xr+arır Xır + arım X t -...-- = 41 a: ea 
aııı'Xı a am Zum tens Xmtr.- =oM 


RE j usw. 


Ne Bis Berechnung der Formänderungsgrößen wird wesentlich einfacher, wenn man vom Bedoktionsehte Ge- 3 

©" brauch mächt. ‚In seinem Sinne ist es nicht nötig, beide Schnittgrößen unter dem Integralzeichen vom Haupt- 
system (= statisch unbestimmtes Hauptsystem) einzuführen, vielmehr kann eine ee aus dem 

ee, übernommen werden, so daß z.B. FE 


A ds 
En en [Ft Tat = [En Fat + [Fin Pond 7, [Pe Ant 2 De Dale: 
i } RR RU LERO Sn bedeuten darin Zustände am ul Pe year voraussetzungsgemäß Em‘ = Tm’= de P 


“R ‚und a —umlıst, 
Dennoch bleibt die Berechnung der Formänderungsgrößen auf diese Weise recht seen einmal des- 
halb, weil die Zustandlinien für die Torsionsmomente auf jeden Fall ermittelt werden müssen, auch wennsie 
8 nicht von Interesse sind, und zum anderen, weil die Ausrechnung der Integrale ziemlich umfangreich werden 
kann. Viel einfacher gestaltet sich die Berechnung, wenn man "hierzu von der mit (14) ausgedrückten Be- 
‚ziehung zur unmittelbaren Berechnung der Ausbiegungen 2; aus den Momentenzuständen Gebrauch macht. 

Allerdings wird von dem schematischen Verlauf der Rechnung damit abgegangen und man muß sich die 
ß Bedeutung der einzelnen Formänderungsgrößen immer vergegenwärtigen, was jedoch dem Geübten keine 
Schwierigkeiten verursacht. Es handelt sich bei den Formänderungsgrößen zumeist um Ausbiegungen z ode 
Ie% die Winkel 9, der Endtangenten an die Biegelinie. Die ersteren ergeben sich SIDE LLENDAR aus u) >= 

etzteren aus - / 


z a 
Ve ap: ER er a 


ET; 


worin der erste Anteil den Seitenwinkel des Polygonzuges der Biegelinie und der zweite den Verith 
; 1 winkel des Punktes 0 in Flanschebene infolge der Biegung des Abschnittes 0 bis 1 für sich allein darstellt. 

b Für ‘den Fall des Trägers auf zwei Stützen unter der Wirkung eines Flanschendmomentes X7 = — 1 ino 
sind die Verdrehungswinkel unter Berücksichtigung von (14), (19) und (21) wel. Abb. 8) 


or ren en 


Die endgültige Momentenlinie ergibt sich schließlich zu 
“ F= Fe — XıFuH—Xır Pa usw. 


Die Torsionsmomente können nach (12) Dehsnhast Bas wobei 
Op =adge — Xıdı! — Xırdf! usw. = 5 


D;- Th Dr 


e) Die Berechnung von Einflußlinien für die one 


Für den Träger auf zwei Stützen mit gelenkig gelagerten Flans = 
enden ist, wenn in k die Last 1 steht, das Moment in i nach (15) == 
unter Berücksichtigung von (17b) (vol. Abb. 9): 3 ee 


ve e-a: Wü: Un-k 
Abb. 9. (l—e): A: un 


PR ins 


er > - 
rel 5 Fi y Kae 
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> Umgekehrt ist das Moment in k, wenn die Einheitslast in i steht, nach (15) unter Berücksichtigung von 
& (17e) = : = ; 5 - 


D;-e-@ * Un-k: u 
(1—e): hun 


nz 


Fıü= 


' Da voraussetzungsgemäß D; = D; = 1: h sein soll, ergibt sich daraus die wichtige Beziehung 


ER (23) 


die besagt, daß die Einflußlinie für das Flanschmoment Fr; am Träger auf zwei Stützen mit gelenkig 
gelagerten Flanschenden gleich ist der Zustandslinie für die Flanschbiegemomente, wenn die Ein- 
heitslast in % steht. 


_ Diese Zustandslinie ist nach Abschnitt b) mittels (15), (17b), und (17c) in ganz einfacher Weise rasch an- 
zugeben. E 
Der mit (23) ausgedrückte Satz ergibt sich übrigens auch unmittelbar aus (14), wenn man bedenkt, daß nach 
dem Maxwellschen Satz 2; = 25; und daß für den statisch bestimmten Balken auf zwei Stützen M,;k 
= My ki Ist.‘ 


Die Berechnung von Einflußlinien am äußerlich statisch unbestimmten System geht nach den Methoden der 


Statik unbestimmter Tragwerke vor sich, wobei die Formänderungsgrößen ayr, a1 ır usw. nach Abschnitt ce) 


berechnet werden und die a, 7, @,1r usw. Biegelinien darstellen. Diese Biegelinien sind sofort aus den Momen- 


tenzustandslinien für die Einheiten der statisch unbestimmten Größen am Grundsystem nach (14) anzu- » 


geben, was den Rechnungsgang außerordentlich vereinfacht. Es erübrigt sich näher darauf einzugehen. 


Ähnliche Überlegungen können für die Einflußlinien der Flanschausbiegung angestellt werden. 


f) Besondere Überlegungen 


1. Das Gleichungssystem (11) könnte den Gedanken nahebringen, die Einteilung des Trägers in eine so- 


große Anzahl von Abschnitten vorzunehmen, daß e = 1 wird. Damit würde das erste und dritte Glied der 
linken Gleichungsseite verschwinden, und 7 könnte sofort berechnet werden aus 


ed 
(4 2e)Fm = Im. 


Diese Möglichkeit ist aber nicht verwertbar, da sich die Abschnitte « für praktisch vorkommende Fälle zum 
Teil größer ergeben würden als die Trägerlänge. Denkt man sich nun tatsächlich einen Stab, der so lang ist, 


daß er füre — 1 noch in mehrere Abschnitte teilbar wäre, so wäre der Sinn obiger Gleichung, daß dieMomente 


in unmittelbarer Nähe der Laststelle m so rasch beiderseits abklingen, daß sie für die benachbarten Punkte 
m — 1 und m + 1 keine Beiträge liefern. Daß das rasche Abklingen bei übermäßig langen Stäben tatsäch- 
lich der Fall ist, deutet sich schon beim Zahlenbeispiel 2 an. k 


2. Die Voraussetzungen zur Einteilung des Trägers in lauter gleiche Abschnitte a, wobei an den Abschnitts- 
grenzen die äußeren Drehmomente angreifen sollen, sowie die Voraussetzung von konstantem Jr und Ja 
sind in manchen Fällen nicht gegeben. Die Berechnung bleibt in den Grundzügen jedoch trotzdem im Sinne 
der vorhergehenden Überlegungen möglich, wenngleich sie sich umfangreicher gestaltet. Nimmt man nähe- 
rungsweise an, daß J, und Ja innerhalb gleicher Abschnitte a; konstant bleiben, dann wird das Gleichungs- 
system mit 


a @ e N Pl A 
. ne - Am Jam | Er 
dmk dm ; 
Fm-ı (Am — Pm) + Fm {2 (&m + amtı) + (Pm + Pm+1)} + Fimtı (Aimtı — amtı) = I EERE De (11a) 
Für die Berechnung der Biegelinie des Flansches ergibt sich entsprechend (13) 
h m—1 = h 
Su Te BY e® MAR NA RIO BE 

MIET Te’ dh» (13a). 
woraus mittels (12) 

m—1 

h 
m=na, > (d rt — (Fat — Fr) a en) 
RE u RE RE (14a) 


h : \ ha’ktı 
AU Du 
1 


wird. dom stellt in dieser Gleichung den Verdrehungswinkel des Querschnittes m gegen den Auflagerquer- 
schnitt im Grundsystem dar. Man ersieht hieraus, daß bei wechselndem Querschnitt der mit (14) ausge- 
“ sprochene Satz seine Gültigkeit verliert, da die Momentendifferenz unter der inneren Klammer mit wechseln- 
den Faktoren behaftet ist. Auch die Wechselbeziehung zwischen Belastung und Moment nach (23) ist hier 
nicht mehr anwendbar: Sie gilt wohl zwischen Belastung und Ausbiegung zm, Verdrehungswinkel d,m und 
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damit auch für des Summenausdruck, nicht aber Einzelmoment, so daß: eine N eidare au die Be 
‚rechnung der Einflußlinien nicht möglich ist. Man wird in diesem Falle die üblichen Sätze der Statik für 


 Ej@ = 2,6, a = 20 cm (= Punktabstand) : 
„_3:26-585:18,9° 3 
11,32 : 202 4 
— 35,95, 1—e— —34,95, 2 
4+2 7 
23 96 75,9, en: 8 
N) 
en _ 12 98.98418.9.20- 9,1088 0° \ 
N ! 17 er 2 ’ ’ ’ a :; 
ar en bye), — 23 31.95: 189. 72,4 2,585 cmt. i 
Nach (15) F, = 2,585 : 9,103 = 23,53 emt (nach Unold 23,72). 


Die Torsionsmomente werden nach (12) berechnet. Die Berechnung ist in Tabelle 2 durchgeführt. 


4420-1555, 


6) Vgl. Unold, $. 48/49. 


die Berechnung von Einflußlinien statisch un 
= 1 bestimmter Größen anwenden müssen. (Vgl. hierzu 
2 Abschnitt III d.) 

Schließlich zeigt die Gleichung (11 2), daß auch 
das vereinfachte Verfahren bei Angriff nur eines 
oder weniger äußeren Drehmomente hier nicht mög- 
lich ist, de in keinem Falle die rechte Gleichungs- 
seite bei abschnittsweise wechselndem Prachoie 
moment verschwindet. 


g) Zahlenbeispiele 
1. Träger auf zwei Stützen®) nach Abb. 10. 


Tabellel 


Profil I NP 20, = 200cm, h= 18,9 cm, 
Ja = 11,82 cmi,  Jp— 58,5 cms, 
E = 2150000 kg/cm?, 


Re Tabelle 2 x 


| Punkt, m | (Fn+ı — Fin) 2 


*) Nach Unold 7,07. a Be 


2 Belastung und Profil wie in Beispiel, jedoch mit: 


1= 2000cm, «= 50cm, 


37.2,6 : 58,5 :18,92 ) 
EN Te 1—e= —4,775, A: 


4+2 
= 39806: 
5 —e h 


\ 
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Die Zustandslinien für F und z sind in Abb. 11 auf- 
getragen. 


\ 


Abb. 10a und b. 


Die Wertfolge ur ist in Tabelle 3 für einige Punkte angegeben 
5,175-: 50 - 18,9 °17139 Er = 


=F= er, -10-3 
= MT 775189: 755,26. 10 3210 
a 2019-1372 3,775 cmt 
— 5,883 1,372 =: ‚8,070 cmt 
NN 17,14 - 1,372 — 23,55 cmt. 
3. Beispiel 1, jedoch mit beidseitig eingespannten Flanschen, «= 20cm, e= 35,95, 1—e= —34,95, 
44 2%e = 75,9, 2+ e = 37,59. 
Persehnung mittels Auflösung des dreigliedrigen Gleichungssystems (11) Tabelle 3 
37,95 F, — 34,95 F, = — 359,5 
5: — 34,95, + 75.90. F, — 34,95 F, = 0 Punkt 
6. — 34, 95M, Be 75,90 F, — 34,95 F, = + 719 
12. — 34,95 5, + 379 95. = — 359,5. 
Die Auflösung ergibt: #, = — 18,85 cmt, F, = 18,65 cmt. 


Berechnung nach dem vereinfachten Verfahren: 
Das Zahlenbeispiel 1 stellt für diesen Fall das Hauptsystem dar. Die Flansch- 
" momente und Torsionsmomente für das Hauptsystem unter der Wirkung des 
äußeren Drehmomentes in 5 können daher der Tabelle 2 entnommen werden. 
Als äußerlich statisch unbestimmte Größen werden die Einspannmomente X7 
und X 77 gewählt. (Zustände X} = —1, X7r = —1, vgl. Abb. lan. 10b). 
Nach (21) wird die Verdrehung in 0 und n des Hauptsystems infolge des äu- 
ßeren Drehmomentes 


145,47... 102 

3597,1 - 10° 
88983 - 10° 

755,26 - 109 


0 
1 
2 
3 
5 
8 
9 
10 
11 
12 
15 
18 
20 


/ 


& 18,9 (200 5,9), 20:259 _ 662 , 8,63 
HINTS @Ig A: 51, GRAIHNE @ITg EI: 


Nach (22) wird die Verdrehung der Endpunkte O und n infolge X, = — 1 und X = —1 


;B. HR 47,97 
nn en an = —2 — 0935,05 4 75.45- 3408 = — 11,15 


6EJn ,_6#Jr 35,9 , 3495 _ 99] 
HR, 10 77043: 


(062 0m 
' ”; Rh { E 2, 8,62 { 
jaR 3, 1115 Kor = „8 Be 


woraus Bee 85. 
9,103 

He — 23,52 72.3 . 18,85 - = 18,7 emt. 
Der Verlanf der Zustandslinien für die Flansch 
und Torsionsmomente en in Abb. 12 ee e 
tragen. S 
4. Äls weiteres Beispiel‘ für statisch unbe- 
stimmte Lagerung wird das Tragwerk nach 

Abb. 13 berechnet. Es ist der gleiche Trägeı 
wie in Beispiel 1 gewählt mit lediglich noch 
einer horizontalen Stütze des Unterflansch: 
in Trägermitte. Die darin ausgelöste Ho 
'zontalkraft wird als äußerlich statisch u 
bestimmte Größe X eingeführt. Die Zahlen- 
folge ur kann nach Tabelle1l benützt werden 
Am Hauptsystem greift in Punkt 2 das äuße 
Drehmoment D, = 18,9 cmt an. Dadurch wi: 
erzeugt von 0 —2 RE —= +15,12 emt: 
von 2 —10d = —3 ec 


- 35,95 - 20 - 18,9. - 31,76 


ST TISER PRO EN 
Sa N nach (17b) 
35,95 20 -18,9 - 2,172 
o x ’ ’ ’ ee 
7 734,95. 18,9: 72,43 aan 
nach (17c) 


z ereit ist derMomentenverlaufam Haupt- 
system festgelegt. 
Die Verschiebung a, ı des Unterflansches 


1 = 0 — 0,008 - 9,103 — 14,5. | 
Der Zustand X = —1 erzeugt am Haupt- Re Abb. 13. Ne nl 
system ein äußeres Drehmoment De 
= — 18,9/2 cmt. mit dry — — 9,45 cmt von 0—5 und d! = +9, AB cmt von 5 — 10. Die Flanschmo 
r iente re dieses Zustandes sind halb so groß wie in Beispiel iR 


2@J "1.200, 23,52 # 
Zu a BTW RTT -— er 
ies ist aber erst ein Anteil an der Ausbiegung infolge X = —1. Man ee sich, daß 2 Kiss 
er X = — l aus einem Kräftepaar X = —!/, an Unterflansch unddX=-+1,am Oberdansch und aus z 
 gleichgerichteten Kräften X = —!/, an Unter- und Oberflansch zusammengesetzt werden kann. Die A ; 
biegung des Unterflansches infolge des ae 2% "= — a*7 1, die Ausbiegung des u 2 
RN  Oberflansches infolge X = —!/, ist 

1 252-100 :2 


BE Ir .a@% 7 = Tre rn Dean A — 41700. 


- Damit wird 


2@ 00.2: 
a ER ET 700 2ER 
— 30,62, LE 
14,5 
N. — 3008 — — 0,473 to. 


F- Linie, Un Heflansch 


Der tatsächliche Verlauf der Flansch- und Tor- 
sionsmomente ist mit Hilfe von Tabelle 4 be- 
rechnet und in Abb. 14 aufgetragen. 


ang cu er ET es 
Ma et 

Er $ Sr Fa 7.4 ‘ # Sa, x 
u BeZ 2 E Eu > $ 


2, 
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a Tabelle 4 x i Be, 


FR, 
SO IST PWUDHO 


5. Als letztes Beispiel sei der Kragträger mit eingespannten Flanschenden nach Abb. 15 durchgerechnet. | N 
Profil INP 20, 1 = 200cm, «a = 20 em. 


Die ur;-Werte können somit wieder der Tabelle 1 entnommen werden. dx = const = 18,9. Den Wert, ” 
erhält man aus der Bedingung, daß an der Einspannstelle der Flansche die Tangente an die Biegelinie gleich _ ? 
Null ist. 
Es ist nach (15) 
R Pi = U2A3 RN; 
F, = 47,97 F, und nach (12) 
24,46 : 18,9 
mer 18,9 — en 


Der Neigungswinkel der Polygonstrecke 9 — 10 gegen die 
Horizontale wird nach (13) 


25 . 18,9 24,46 - 18,9 . 
a, 20 #1). 


- Damit die Tangente Null wird, muß dieser Neigungswinkel 
ebenso groß sein wie der Verdrehungswinkel des Flansches Fe 
n 10 infolge der Biegung des Abschnittes 9—10. Dieser Anteil ist bekanntlich BERN 


Re 
+. = h 
Damit wird E ME. 
Br 536. 65,5 F,) = 192,83 F\, 
GJa 


woraus 
- F, = 0,67 emt 
F;o = 0,67 - 72,43 = 48,5 emt. 
Die Flansch- und Torsionsmomente sowie die Biegelinie des Flansches, die nach (13) leicht zu berechnen 
ist, sind in Abb. 16 aufgezeichnet. 


h) Der Einfluß der Ausbiegung auf die Größe dr ow 9 0 
Flansch- und Torsionsmomente ; 


In den vorhergehenden Ausführungen beschränkte 
sich die Art der Belastung auf Drehmomente allein, 
welche durch horizontal in der Flanschebene angrei- 


fende Kräfte erzeugt werden. Lotrechte, in der Steg- 26:Ja. Zinr 
ebene wirkende Lasten bleiben dabei unberücksich- dark 
tigt. Sie erzeugen in erster Linie nur Momente in der > 5 


Stegebene, die gesondert nach der üblichen Bau- 
statik berechnet werden. Solange die Flansche sich 
in ihrer Ebene nicht wesentlich ausbiegen, ist die Be- 
rücksichtigung lotrechter Lasten bei der Ermittlung 
der Flanschmomente auch nicht erforderlich. Erst bei 
stärkeren Ausbiegungen ist das zusätzliche Dreh- Abb. 16. 


- Wodiese Grenze liegt, läßt sich meist von vornherein 


durch das Gleichungssystem (11), welches in diesem 


Se von dm; berechneten - abweicht, noch einmal mittels (11b) die Momente verbessern. Bei der Verbesserung 


N Analog (17b, c) ist 


E67 


moment Bis z» (vgl. Abb. 17), das die lotrechten 
Lasten in diesem Falle erzeugen, für die Zuverlässig- 
keit der Berechnung nicht mehr vernachlässigbar. 


gar nicht feststellen. Es ist sogar durchaus möglich, 
daß in manchen Fällen die: zusätzlichen Drehmo- 
mente einen so großen Ausschlag geben, daß in 
dem geplanten Tragwerk Materialbeanspruchung 
oder Durchbiegung die zulässigen Grenzen über- 
- schreiten. Für solche Untersuchungen ist im folgen- 
den ein Weg gezeigt, der es ermöglicht, durch eine 
Zusatzberechnung den Einfluß.der a Dreh- 
momente abzuschätzen. 
Am äußerlich statisch bestimmten Be 
. lassen sich analog zu (1) und (2) aus den Drehmomen- 
ten Pr 2% = Drz Verdrehungsmomente d„z be- 
rechnen, die im nächsten Rechnungsgang zusammen 
mit den aus den äußeren Drehmomenten Pr 'h 
bewirkten dm in die Anteile der Flanschbiegung 
und Torsion aufgespalten werden. Dies geschieht 


Fall die Form annimmt: 
Fn-,(1— 6) + Fm (4 + 2) + Fmtı (1 —e) = —(dm — dm) - — (dmz — Ama)». (116) 


.. Darin sind die Verdrehungsmomente dyz wie gesagt von den Ausbiegungen 2; abhängig und zunächst noch 
unbekannt. Man kann nun den Momentenverlauf ı unter Vernachlässigung der Anteile (das — dm-;z) nach 
(11) ausrechnen ‘und mittels (14) den Verlauf der zugehörigen Ausbiegung bestimmen. Sodann bestimmt 
man die Drehmomente Py 2; und daraus. dy ;- . 
- Diese Werte führt man dann in (11b) ein und berechnet den verbesserten Momentenverlauf. Nun kann man 
‚den verbesserten Biegungsverlauf feststellen und, je nachdem wieweit er von dem ohne Berücksichtigung. 


des ‚Biegungsverlaufes ist allerdings Gl. (14) für die Beiträge d„ zu erweitern. Es ergibt sich in einfacher 3 
"Weis 
eise ” | ; 
2 DICH —F m) ERENTO . (14a) © 

worin M,mz den Biegungsverlauf des Flansches ohne Zusammenhang mit ‘den Keden infolge der; in Flansch- 3 
ebene wirkend zu denkenden Kräfte Px' zx/h und Fm den in erster Näherung urttel (I1b) verbesserten 
- Momentenverlauf darstellt. > 
Für die Berechnung der Flanschmomente nach dem vereinfachten Verfahren bei Angriff nur eines äußeren 


Drehmomentes in s läßt sich F, und F, (vgl. (17) und (18)) unmittelbar mit Ber ücksichtigung der Ausbiegung | 
angeben. 5 


ea Un- SR 
FK= AD HP) ne en else ee 
(D+ a) In (17d) 
Dabei ist Vorausgepatzt, daß die horizontale und vertikale Last an der gleichen Stelle s des Trägers angreifen. 3 
warepecchend (14 a) ist ie 
R 2GJa 
na : = Mys + Mosz er Fi 
SSL h k 5 P2%s s(n —s)'a 
Darin ist M,sz in bekannter Weise — ma 4 
h n 


x 


Setzt man diesen Wert und F, = F, u, in die Gleichung (17d) ein, sO erhält man eine , Beziehung zur Be- 4 
stimmung von 2, nämlich 2 


24 Ja'2 a (m —S)'2 ea Uns U @ e Un-s "U “4 

A TE Nase u ale RE, a 

TFT mo u 

oder 2 
MD ee 


l-eoh Un 


2 Ja PrZ Aue e Mna ie Be rt a 

h? h n l-e Um ee $ 
Setzt man (14b)i in (17d) ein, so läßt sich der Momentenverlauf unmittelbar aa (15) angeben, und man hat 
bereits das endgültige Ergebnis ohne weitere Zwischenrechnung. 


BE _ Müller, Der I-Träger unter Belastung durch Drehmomente 


y 


E _ Bei allen Berechnungen dieser Art muß beachtet werden, daß das Superpositionsgesetz nicht mehr gültig ist. 


Ist beispielsweise der Träger durch mehrere äußere Drehmomente belastet, so wäre es falsch, die Zustände 
infolge der einzelnen Drehmomente getrennt nach (17b) und (14b) zu ermitteln und zum gesuchten Zustand 
zu superponieren. Vielmehr müßte die ganze Lastgruppe von vornherein in ihrer richtigen Lage und Größe 
berücksichtigt werden. 


IH. Der Balkonträger 


Der Balkonträger ist hinsichtlich des Spiels der inneren Kräfte aufs engste mit dem geraden, durch Ver- 
drehungsmomente belasteten Stab verwandt. Letzter ist ein Sonderfall des ersteren, und der wesentlichste 
Unterschied beruht darin, daß bereits bei lotrecht auf seine Ebene wirkenden Lasten der Balkonträger in 
seinen Querschnitten Verdrehungsmomente aufzunehmen hat. Die für den unter II) für den geraden Stab 


aufgestellten Überlegungen behalten grundsätzlich ihre Gültigkeit, und es wird lediglich in diesem Abschnitt 


versucht, die dert angewendeten und gewonnenen Begriffe und Methoden auf die Berechnung des Balkon- 


trägers zu übertragen. Manches Problem wird dabei kürzer behandelt und, soweit sich grundsätzlich neue 


Folgerungen nicht ergeben, nur angedeutet. Die Berechnung ist wesentlich umfangreicher als beim geraden 
Stab, und zwar hauptsächlich dadurch, daß nahezu in allen, auch einfachen Fällen äußerlich statisch un- 


bestimmte Lagerungen wenn nicht notwendig, so doch zweckmäßig sind, wobei noch nicht einmal ausschlag- 


gebend ist, ob die Flansche an den Trägerenden eingespannt sind oder nicht. So wirken beispielsweise an 


dem einfachen Tragwerk nach Abb. 18 bereits bei gelenkig gelagerten Flanschenden 6 Auflagerkräfte da, 


dp, ma, mp, A und B, zu deren 
Berechnung aber nur 3 Gleichge- 
wichtsbedingungen zur Verfügung 
stehen. 

Die Gesamtberechnung geht eben- 
so wie beim geraden Stab in drei 
Abschnitten vor sich: Grundsy- 
stem — Hauptsystem = statisch 
unbestimmtes Hauptsystem — Abb. 18. 
äußerlich statisch unbestimmte 


Größen. Zu diesem Zweck wird das Tragwerk in endliche Abschnitte s„ unterteilt gedacht, wobei an den Ab- 


schnittsgrenzen die äußeren und inneren Kräfte wirken sollen. Man kann rascher rechnen, wenn man die Ein- 
teilung der Abschnitte nach Möglichkeit so vornimmt, daß eine regelmäßige Teilung entsteht, und wählt hier- 
zu möglichst einen Polygonzug, dessen Seiten alle gleich sind, also nach Abb. 18 sm = s. Bei der weiteren 
Entwicklung, wird dies, ebenso konstanter Querschnitt, vorausgesetzt. 


a) Die Beziehungen am Grundsystem 


Das Grundsystem kann ähnlich wie beim geraden Träger auch hier bereits äußerlich statisch unbestimmt 
angenommen .werden. Inwieweit dies zweckmäßig ist, muß wohl von Fall zu Fall entschieden werden. Bei 


dem in Abb.18 dargestellten Balkonträger z. B. wird man alle Überzähligen, soweit sie sich nicht auf Flansch- 


einspannungen beziehen, bereits im Grundsystem berücksichtigen, um die Operationen am Hauptsystem zu 
einem Minimum zu machen. Bei zusammengesetzten Tragwerksformen hingegen wird man die einzelnen 
Formen für sich als Hauptsysteme berechnen und die zur Erfüllung der Übergangsbedingungen notwendigen 
statisch unbestimmten Größen am Hauptsystem wirkend einführen. 7 
Die Ermittlung der statisch Unbestimmten des Grundsystems kann 
als bekannt vorausgesetzt werden. In Verfolg einer Vereinheitlichung 
‚der Berechnungsweise wird hier für die Berechnung von Formände- 
rungen auf die unter Illc (35, 36) entwickelten Gleichungen zur 
Bestimmung von Ausbiegungen infolge von Torsionsmomenten hin- 
gewiesen, die auch für das Grundsystem anwendbar sind, wenn nur 
an Stelle von 7, die im Grundsystem wirkenden, den jeweiligen Be- 
lastungs- und Lagerungsfällen zugehörigen inneren Verdrehungsmo- 
mente D,° eingeführt werden. 
Für die Verdrehungsmomente des Grundsystems gilt im übrigen nach 
‚Abb. 19 

dm = Am-ı — Am 5: SIN Am; 

Mm = Mm-ı + Om S' C0S am, 
wobei Qm nach oben gerichtet angenommen ist. 


Außerdem erkennt man leicht, daß die in Stabriehtung wirkende Resultierende D,, aus d und m über die 
‘Stablänge s konstant verläuft, da Q in dieser Richtung kein Drehmoment erzeugt. Es ist 


Dy = dm-ı 608 m + Mm-ı Sin. om = dm COS Am + Mm SiNam: -rerneeeeereen (26) 


Die äußere Belastung kann dabei sowohl durch lotrechte Kräfte P, wie auch durch Verdrehungsmomente 
K gegeben sein. 
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- -b) Die Berechnung des Hauptsystems | | 
In Abb. 20 sind die an den Enden zweier aufeinanderfolgenden 'Polygonseiten m — 1, m und m, m +1. 
wirkenden inneren Kräfte eingetragen. DieMomente dm ‚Mm und ihre Komponente Mm ergeben sich aus dem 
Grundsystem und sind für die weitere Entwicklung als bekannt vorauszusetzen. 


Aus der Bedingung des Gleich- 
gewichtesder Momente um die 
Achse des Stabes m — 1,m am 
Ende m errechnet sich unter 
Berücksichtigung von (26) 
Tmn=Dn=Vm'h.: (27) 

Aus der Gleichgewichtsbedin- 
gung gegen Ausdrehen des 
Flansches m — 1, m um m er- 
gibt sich 


ae 
= rn a Se NER 


on 


En 
m, (28) 
woraus mittels (27) 
k Tm x Dim 
a 
(FF) +... 29) 


wird. 
Abb. 20. 


Zur Gewinnung weiterer Beziehungen aus den Formänderungen sind die horizontalen Auslenkungen der 
- Polygonpunkte in Abb. 21 dargestellt, und zwar nach den Richtungen des gewählten Koordinatensystems. 
- Hiernach steht aus der Forderung der Kontinuität des Biegungsverlaufes im Punkt m wieder die Beziehung 
..... zur Verfügung: . 
REISE m —mı - mtı m _ Ss S 
R Boos Koogan er REN (Fın-ı + 4 Ffm + Fm-i)- ------- RS (30) | 
Nach Abb. 22 wird der Flansch im Punkte m gegen den Punkt m — 1 senkrecht zur Stabachse um den Be- 


trag (Zm — 2m-ı) 608 Am — (Ym — Ym-ı) SiNnam ausgedreht. Dadurch wird ein Torsionsmoment 7, erzeugt 
- von der Größe [vgl. (8a, b)] 


2 nase ee Te ee ee 


2@Ja i 
H Tn = N {cos Am (2m — Zm-ı) — SIN Am (dm _ Um-,)N NR ET (31) 
Gleichzeitig erfährt der Flansch auf der Strecke m — 1, m eine Längenänderung vom Betrag (vgl. Abb. 22) 
(m — 2m-ı) Sinam + (Um — Um-ı) COS ap, der aus der Formänderungsarbeit der Momente Mn], Mm! ent- 1 
7 r J E 
Blend won! der Größe rı 7 Um 


15J » hs ist. Daraus ergibt sich eine ähnliche Gleichung wie (31), 
nämlich , 
M'm-ı + Mm! 

A0J «hs = sinam (Zm — 2m-ı) + COS am (tm == re (32) 


N Bringt man den Faktor vor der geschweiften 

2 Klammer in (31) auf die linke Seite und mul- 

Kr tipliziert Gl. (32) mit sin am und Gl. (31) mit 
nr m-1 ” nl COS am , so ergibt sich 


(sin? Am + cos? Am) (Zm >= Zm-ı) 
_ M’'m-ı + Mm! 


Der Beitrag der Momente (M’m-, + Mm!) ist 
nachgewiesenermaßen vernachlässigbar klein 
(vgl. Stüssi)’), so daß geschrieben werden 


kann 
= Tn:h fm — ?m-ı 
= & RH BOT, aa ee Keen (33) ; 


| 7) dort S. 5 des Sonderdruckes der Abhandlung. 
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(zZm — Zm-ı) 


Mittels (29) wird daraus, wenn die Differenzen für zwei benachbarte Polygonseiten gebildet 


werden: 


Zm Zm-1 Zm+ı am, h h 
8:COSam  S’CoSamtıı 2GJa {Dm Dach = s mar ?2En Fnsi)| x 


Führt man für die linke Seite die rechte Seite der Gl. (30) ein, so erhält man mit 


„38 BJr 
REN ET 
das Gleichungssystem 
Fm-, 1 —e)+Fm(4+2e)+ Fmtı (1 —e) = u. (DDr )Sr ae (34) 


Für den Fall, daß aus Gründen der Formgebung die Polygonseiten nicht gleichgemacht werden können, oder 
wenigstens für die Rechnung annähernd gleich angenommen werden können, bringt die Ableitung des drei- 
gliedrigen Gleichungssystems (34) keine neuen Schwierigkeiten, weshalb es sich erübrigt, darauf näher ein- 
zugehen. Ein verkürztes Verfahren im Sinne des ersten Abschnittes ist hier nicht möglich, da im Grundsystem 
in jedem Punkte eine Differenz (Da — Dm+) vorhanden ist, so daß keine der Gleichungen (34) homogen 

sein kann. 


>) 
gs 
ng 


>> . 
BR, S 
7 9% Nr & 
O0, ) AN I0) 
& 
% Rs 
Sr 
© 
5 N 
Abb, 22, 


c) Die Berechnung der Verformungen 


Während beim geraden Stab zufolge der Wirkung der vorliegenden Belastungen vorwiegend nur horizontale 
Ausbiegungen erzeugt werden, entstehen beim Balkonttr: äger "auch zusätzliche vertikale Verformungen, deren 
Größe für die Bemessung des Tragwerkes oft eine entscheidende Rolle spielt. Es werden hierzu im folgenden 
Formeln zur Berechnung der horizontalen und vertikalen Ausbiegungen aufgestellt, die auf die Summen- 
bildung von Funktionen, die sich für 7’ aus (33) ergeben, aufgebaut sind. 


Die horizontale Ausbiegung in Richtung 2 wird mittels (33) unmittelbar 


sh m 
Am = 20J4 "ZT, C080, +2, OR ek (35) 
und in Richtung ® nach (31), wenn für 27, — 2m-; der Ausdruck (33) eingeführt wird 
sh 
Mg; ZT, ER RE REEL BE LE (36) 


2% 


an | Es ist hierbei berücksichtigt, daß die Lagerung an den Ränderns 


_ Abb. 23). Damit wird a 5 : 3 
. Om ggg Tr IE sin (a en)e EB: 
Nach einiger Umformung ergibt sich daraus im Sinne der Beziehungen in Abb. 23 % 
8 m x ; 
Öm = erh {sin a, (m — %r) — 608 Ar (Ym — Yr)l esse... VER) 


so hat man näherungsweise den Winkel, um den sich die Polygonseite senkrecht zur Trägerebene gegenüber 


um die Achsen v und z möglich sind. Die Auslenkungen 2, und ®, 
daß die Summe aller Auslenkungen von 1 bis n — 1 gleich sein muß der Summe 2, 
 Senkrecht zur Polygonseite m — 1, m sind die horizontalen Ausbiegungen entsprechend Abb. 22: 


in j m e 27% 5 . 
Um = ek (cos am & Tr 08%, + sinam 2 T,sin&, + 2 C08r + ©, Sin &r) 
2 2I4 1 1 
und 
Um = 30, (sin am & T, 08 &, — 008 am & T, Sina, + 2, SiN Ar — dy COS &r). 
d 1 1 ei 


Abb. 23. 


5 aa vertikale Durchbiegung 6 des Tragwerkes setzt sich zusammen aus einem Anteil der Verdrehung und 
' einem Anteil der Flanschdehnungen infolge der Momente Mm. » \ 


Der Anteil der Verdrehung summiert sich aus der Verdrehung der einzelnen Polygonseiten, wobei die lotrechte 2 K 
Durchbiegung in m infolge der Verdrehung des Endpunktes r einer Polygonseite » — 1, r das Produkt aus 
‚dem Verdrehungswinkel dieser Seite mit.dem zur Polygonseite senkrechten Abstand von m darstellt (vgl. 


\ _ Der Anteil der Durchbiegung aus der Flanschdehnung ist demgegenüber meist vernachlässigbar klein. Um R 
‚ihn dennoch rasch näherungsweise zu berechnen, könnte man folgendermaßen vorgehen: Die linke Seite der 
Gl. (32) gibt die Flanschverkürzung bzw.Verlängerung an, und wenn man diesen Betrag durch h/2 dividiert, 


der vorhergehend anschließenden Seite aufgedreht hat. Die Summe dieser Winkel von 0O—m, multipliziert 
mit der Seitenlänge ergibt dann die senkrechte Durchbiegung, wobei allerdings die Verdrehung der Seite 0—1 
aus der Trägerebene noch unbekannt bleibt. Man könnte zunächst für den Winkel 0—1 den Wert einsetzen, _ 
der sich aus der Flanschdehnung der Seite 0—1 ergibt und würde dann bei Summierung über den Anteil 
aller Seiten im Endpunkt zu einer Durchbiegung ö, gelangen, die beispielsweise bei festgehaltenem Endpunkt E 
nicht entstehen könnte. Um zu dem richtigen Ergebnis zu kommen, müßte man sodann die Trägerebene 
gegenüber 0 um den Winkel ö„/l geschwenkt denken und würde die wahren Senkungen aus den Differenzen 
zwischen den Ordinaten der errechneten Biegelinie und der neuen Trägerebene erhalten. ; 
Die in obigem behandelten Verformungen können natürlich ebenso nach dem Prinzip der virtuellen Ver- 
. rückung unter Anwendung des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen und des Reduktionssatzes. 
berechnet werden. Man gelangt dabei zu den bekannten Integralen nach Abschnitt IIc, wobei jedoch hier 
noch zusätzlich ein Anteil der Momente M hinzukommt. Er 
Beide Möglichkeiten zur Berechnung der Durchbiegungen und Verformungen sind auch für die Ermittlung. 
der äußerlich statisch unbestimmten Größe anwendbar. Auf welche Weise man allerdings rascher und be- 
quemer zum Ziel kommt, muß fallweise geprüft werden. Im allgemeinen erscheint es günstiger, die Summe: 
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- formeln zu benützen, da sie tabellarisch rasch und übersichtlich durchzurechnen sind und - was der besondere - 
‚ Vorteil ist — da bei ihrer Anwendung nicht erst der Zustand der inneren Kräfte für eine virtuelle Belastung 
durchgerechnet werden muß. 
- Der Gang der Berechnung bei statisch unbestimmten Lagerungen ist ähnlich, wie in Abschnitt IIc aufgezeigt 
- worden ist, so daß es sich erübrigt, hierauf nochmals näher einzugehen. e 


.d) Einflußlinien 


Zum Schluß seien noch einige Hinweise auf die Berechnung der Einflußlinien gegeben. Hier kommen wieder- 

um die allgemeinen Lehrsätze der Baustatik zur Anwendung. 

- Nach dem Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen kann gesagt werden ) 

1. das in r mit Richtung a—b wirkende äußere Drehmoment 1 - h erzeugt in s mit Richtung c—d eine hori- 
zontale Auslenkung, die ebenso groß ist wie diejenige in r mit Richtung a—b, hervorgerufen durch das 
äußere Drehmoment 1 h in s mit Richtung c—d. 

2. Die lotrechte Kraft P = lLinr erzeugt in smit Richtung c—d eine horizontale Auslenkung, die ebenso groß. 
ist wie die lotrechte Verschiebung des Punktes r, hervorgerufen durch das äußere Drehmoment 1-h in EB; 
mit Richtung c—d. Rx; 

Daraus ergibt sich, daß die Einflußlinie für die horizontale Auslenkung des Flansches in r Bau 
unter der Wirkung lotechter Lasten gleich ist der vertikalen Biegelinie und 
unter der Wirkung äußerer Drehmomente gleich ist der horizontalen Biegelinie des Trägers 2 

infolge des Drehmomentes P-h=1-hinr. wu 

Weiterhin ist die Einflußlinie für das Flanschmoment im Punkte r gleich der Biegelinie des Trägers für den 

Fall, daß in der in r geschnitten gedachte Flansch an den Rändern der Schnittstelle derart durch einMomen- 

tenpaar SEHE), (entsprechend Ober- und Unterflansch) beansprucht wird, daß die Querschnitte in r sich um 2 

den Winkel 1 gegenseitig verdrehen. Die horizontale Biegelinie entspricht für diesen Fall der Einflußlinie 1 

für das Moment in r infolge äußerer Verdrehungsmomente, die vertikale Biegelinie dagegen der Einflußlinie 
infolge lotrechter Lasten. 

Die Berechnung der Einflußlinien als Biegelinien macht grundsätzlich keine Schwierigkeiten; sie ist in ihren 

‚ Möglichkeiten im Vorhergehenden umrissen worden. Es wurde dabei vermieden, zu sehr in Einzelheiten und 

Verfeinerungen vorzudringen. Jeder Fall bietet ein anderes Bild, sei es hinsichtlich Belastung, Form oder 

. Randbedingungen, und jeder Fall muß auf die für ihn angezeigt erscheinende Weise behandelt werden. Sohat 
die vorangehende Entwicklung lediglich richtungweisenden Charakter und läßt noch manche Möglichkeit, 
die zur Vereinfachung ausnutzbar wäre, offen. 


e) Zahlenbeispiel " 


An Hand eines Beispiels wurde die Zahlenrechnung für das vorliegende Verfahren und dasjenige von S tüssi i 

durchgeführt. Hierzu wurde ein Halbkreisbogen mit dem Radius r = 500 cm, bestehend aus I P 40 gewählt 7 

unter Belastung mit P=1toin Trägermitte. Von den drei möglichen Fällen der F lanschlagerung wurden 

zwei untersucht, nämlich 

ik Entsprechend Abb. 24 Verschieblichkeit der Flansche in 0 um die durch 0 gehenden, zu &— x parallelen 
Achsen. Statisch bestimmte Lagerung ds 0: 

2. Entsprechend Abb. 25 auch in den zu x— x parallelen, durch 0 gehenden Achsen gelenkige Festhaltung 

der Flanschenden. Lagerung einfach statisch unbestimmt. d, & 0; my #0. 


Abb. 24, Abb. 25. 


In beiden Fällen wurde die Symmetrie der Tragwerksform und der Belastung ausgenützt. 

Das vorstehend beschriebene Verfahren wurde für eine Einteilung des Bogens in 8 und 12 gleiche Abschnitte 
durchgeführt. 

Die ee nach Stüssi erfolgte mit 15° Winkelteilung, entsprechend ebenfalls 12 Abschnitten. 
Beide Rechnungsarten sind in Tabelle 5 nebeneinander gezeigt. Für die Lagerung nach 2. wurde auch bei 
Berechnung nach Stüssi das Grundsystem entgegen dem Aufbau seines Verfahrens der Einfachheit 
wegen als statisch unbestimmt gewählt. 


 inStegachse wirkender Momente voraussetzt. 


Lagerung nach 2. F, = 0,935. RN RR 
Das Abfallen der'Werte nach Unold gegen- Er 
über den beiden anderen ist nicht ganz ver- 1305 Eee 
ständlich, da die dort gewählte Unterteilung Ben re : 
ausreichend für die Annäherung des genauen 
Ergebnisses ist. Der Unterschied zwischen den —.—-- nach Stüssı 
- Flanschmomenten bei Unterteilung in 8 und 
12 Abschnitte ist gering gegenüber den Diffe- 


‚ licherweise sind die von Unold angegebenen 
Formeln nur angenähert. Der Verfasser ging 
auf eine diesbezügliche Unsersuchung nicht 


3 wobei dieser nach dem Verfahren des Verfas- 
 sers durch einen Polygonzug zu ersetzen ist. 


Die vorliegende Arbeit stellt den Versuch dar, 


. am T-Träger für allgemeine Belastungen und 
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Die ermittelten Flanschmomente sind in der 
Abb. 26 entsprechend Lagerung 1. und Abb.27 
entsprechend Lagerung 2. aufgetragen. Die 
Übereinstimmung der Ergebnisse nach beiden 
Verfahren ist recht gut. Die Berechnung nach 
dem in vorliegender Arbeit entwickelten Ver- 
fahren geht einfacher vor sich als bei Stüssi, 
einmal, weil gewisse Lagerungsbedingungen 
der Flanschenden schon im Grundsystem be- 
rücksichtigt werden, zum anderen, weil die 
rechte Seite des Gleichungssystems einfacher 
aufgebaut ist und nicht erst die Berechnung 


Nach Unold (vgl. Fußnote 2, dort 8. 76 
Abb. 75 und 8. 77, Abb. 77) wurde vergleichs- 
weise errechnet für das Mittenmoment: 


Lagerung nach 1. F, = 1,900 


renzen mit den Unoldschen Werten. Mög- 


ein. 
Das vorstehende Beispiel befaßt sich mit der 
angenäherten Berechnung des Kreisbogens, 


Es darf hier nicht unerwähnt bleiben, daß das 
Verfahren exakt ist, wenn die Bogenform tat- 
sächlich als ein Vieleck ausgebildet ist und an 
Stelle der stetigen Krümmung Ecken auf- 
weist. 


IV. Schlußwort 


die Berechnung von Verdrehungsproblemen 


Abb. 26 und 27. 


Tabelle5 


Vorliegendes Verfahren Verfahren Stüssi 


Ay=15 EU 
p 20,202 = 15 — a 


sina & 0,259 
cosa & 0,966 


Nach Mm = Mm_1 8x — Tm-sina + Qm-rE 
Tm = Tm-ı 608% + Mm-ı sina + Om-ın 


, 
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Tabelle 5 (Fortsetzung) 


Lagerungsfalll Lagerungsfalll 


Dm nach (26) 


0,255 + 0,089 = 0,344 
0,469 + 0,310 — 0,779 
0,451 + 0,580 = 1,031 
0,264 + 0,966 — 1,030 
0,083 - 0,693 = 0,776 

+ 0,345 = 0,345 


2G:Jd 
A 


SSunwwro | Punkt 
Suarwmmo | Punkt 


Ausbiegung x, in O nach (36) 2,867 - 


DER 7 
a (26) 


0 
— 0,259 
— 0,500 
— 0,707 
—.0,866 
—.0,956 
— 1,000 


oouPpwvn-o 


2G:Jd 
Äh 


Ausbiegung v, in 0 nach (36) 3,003 


Lagerungsfall 2 0,955 Lagerungsfall 2 
2,867 


1 Eh e 1 
ea 8 Mehl Are ul? T’d; TI 


Mnm-ı + 4 Mm 
+M. 


m+ı 


= 2,500 
1,760-.0,230— 1,990 
0,905 + 0,445—= 1,350 
0,000 + 0,628— 0,628 

—0,905 + 0,770 = —0,135 

— 1,760 + 0,858 = —.0,902 

-2,500 + 0,890 — — 1,610 


0,344 — 0,948 — — 0,604 
0,779 — 0,874 = — 0,095 
1,031 — 0,754 = + 0,277 
1,030 — 0,586 = + 0,444 
0,776 — 0,359 = + 0,417 
0,345 — 0,132 = + 0,213 


Das Gleichungssystem Das Gleichungssystem 
s—1,305; h = 0,374; Ja/J; = 0,0845; Q/Ja= 0,35 — re 
le = 17,56; 1—e= —6,56; 4+ 2e = 19,12 ale 185 
Z ie ‚4 +2e Vgl. IV: Schlußwort. 
64,2 Je 0,2475, =. (0,722 5 
h es/h es/h 
Gl. (34) Lag. #2 Lag. Fl Lag.F2 Lag.Fl 
—. 0,722 F, — 0,247 F, — —0,509 bzw. — 0,435. —16,22 F, — 5,72 F, —. 11.812709 


—.0,247 F| + 0,722 PF,— 0,247. F, = — 0,372 — 0,152 5,72 FR +16,22 F,— 5,72 F, 
— 0,247 F, + 0,722 F, 
— 0,247 F, =. 0,167 0 2 Fr RN 


8,02 5,38 


0 


| 


erksformen ai chendet et den Mitteln den len 
A en Voraussetzungen hierzu wurden zum Teil aus einer Arbeit von Stüssi üb 
ehr vereinfachende Zusammenhänge, denen vor allem bei der Berechnung di ea Bi B deu 


)i ie Berechnung der inneren Kräfte des Hauptsystems erfolgt zritkäle Auflösung: eines disipliednze Gl | 
chungssystems. Es wäre ebenso denkbar, die Kräfte und Verformungen am Hauptsystem und weiterhin die 
‚zur erechnung der äußerlich statisch Unbestimmten erforderlichen Formänderungsgrößen mit den Diffe 
ren tialgleichungen nach Unold zu ermitteln. Die Randbedingungen wären dann in getrenn: echn 
en für die einzelnen Unbestimmten nach Abschnitt IIc zu bestimmen. Allerdings bleibt die: 
t im allgemeinen beschränkt auf konstantes Trägheitsmoment sowie auf gerade oder Kreis rm. = 
u 2 ae sei noch die Form des Gleichungssystems bei Stüssi®) re 


= 
12877 


I=ei-7 


M = Biegungsmoment auf die Stabachse. 5 EHE > . = ? = 


= s geht die linke Gleichungsseite i in die TR der Gl. 2) über. Die rechte Seite ist aller Ds 
nee Gleich des N en aufgebaut. Fi 


. 
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Die Berechnung kreisförmiger zentralsymmetrischer Fundamentplatten 
nach dem Diiferenzenverfahren 


Von Prof. Dr.-Ing. Günter Worch, München 


1. Einführung 
Eine Kreisplatte von gleichbleibender Dicke sei zentralsymmetrisch ausgebildet und belastet. Als Bezugs-. 


unbekannte wird die Durchbiegung w der Plattenmittelfläche gewählt. Sind für die Platte die Kirchhoff- Be 


schen Voraussetzungen erfüllt, dann lautet die Bestimmungsgleichung für die unbekannte Durchbiegung 


TE N BRETT. ( 


D 

Hierin bedeuten 

p die Belastung je Flächeneinheit (kg/cm?) 

h die Plattendieke (cm) 

E das Elastizitätsmaß des Baustoffes (kg/cm?) 

# die Querdehnungszahl des Baustoffes 

Eh? : , 

1) PM) die Plattensteifigkeit | 


Der Laplacesche Operator - in Polarkoordinaten r, a - vereinfacht sich bei Zentralsymmetrie zu 


2 
kg cm ) x 


worin zur Abkürzung gesetzt ist ; 
’ d BIRE a [ 
(ER = Era (N = 7a.) USW. 


Die beiden A-Zeichen in (1) besagen, daß die Operation 4 laut (2) zweimal nacheinander auszuführen ist. In 


ausgeschriebener Form beträgt somit 


@ 1 d\/Ew 1dw RE EL LTE 
‚44n=(74+7 HaRtr a) wl er a +5 ®. Leererge (3) 
"Sind die Durchbiegungen w bekannt, dann ergeben sich die Biegungsmomente zu: 
a) Mr = —D(w” Ew)=- (au —# u) 
b) M=b(uw + w)=—D(naw 4 —E w) N (&) 


ce) M.+M:=—D(l1+u)4dw. 


Die Betrachtung der Momentensumme ermöglicht eine Spaltung der Plattengleichung (1). Führt man zur as 


Abkürzung 
1 ! 
M La (M le M,) “Un a agaln ana en, ana a 0) 0,0 ei 0del6.0,.0.vL&Ne an oa (5) 
ein und setzt darin die Momentensumme nach (4c) ein, so erhält man 
M 
Au =— D: weusfel win. a) 0, oilau6-Are, en ahureiuTefa omas ate. a raehe at emRneie (6) 
Die Plattengleichung (1) geht damit über in 
MM EN (7) 


Die Querkraft können wir auf zwei Arten ausdrücken. Bezeichnet V, die Resultierende sämtlicher an einem 
Plattenteil vom Halbmesser r angreifenden äußeren Kräfte, so liefert die Gleichgewichtsbedingung gegen 
Verschieben in lotrechter Riehtung 


Als Funktion von w bzw. M ist 


Von Interesse ist schließlich der Neigungswinkel op, den die Tangente an die Biegungslinie mit der Waage- 
rechten bildet; er beträgt 
a REN EN IE TOOL. (10) 


1 Kı 
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Ist die Belastung p der Platte gegeben, so ist die Lösung der Plattengleichung mit einfachen mathematischen 
Hilfsmitteln möglich. Wesentlich schwieriger wird die Rechnung bei Fundamentplatten, bei denen außer der 
bekannten Auflast p noch der unbekannte Gegendruck q des Baugrundes auftritt; an die Stelle von p tritt 
hier der Wert p — q. Die Größe der Bodenpressung g hängt von den Eigenschaften des Baugrundes sowie 
von denen des Fundamentes ab. Die Klärung dieser Zusammenhänge ist eine Aufgabe der Bodenmechanik. 
Für praktische Berechnungen behilft,man sich in der Regel mit dem Ansatz von Winkler und Schwedler, 

die eine Proportionalität von Bodenpressung und Einsenkung vorschlugen 


N 


ale ec 
Kr ee 


ra a a a ee 


worin K die Baugrundziffer (kg/cm?) darstellt. 
Die Plattengleichung (1) geht damit über in 


4AAu+Zu= BEER N RL (12) 


a) Au=—- 


R b) AM=Kw-p 


Die strenge Lösung der Differentialgleichung (12) bzw. (13) führt auf Zylinderfunktionent), deren Kenntnis 
in Ingenieurkreisen im allgemeinen nicht als bekannt vorausgesetzt werden kann. Man ersetzt daher häufig 
die Differentiale durch Differenzen. Diese Näherungslösung scheint hier um so mehr am Platze zu sein, als 
‚der Ansatz (11) bereits eine Annäherung darstellt und ferner für die Baugrundziffer in der Regel nur rohe 
Angaben vorliegen. Die Rechnung mit Differenzen erfordert nur einfache mathematische Kenntnisse, das 
Verfahren läuft praktisch auf die Lösung einer Gruppe linearer Gleichungen hinaus, eine Aufgabe, die von 
der Theorie der statisch unbestimmten Tragwerke her geläufig ist. Beiläufig sei noch bemerkt, daß bei der 
Rechnung mit Differenzen zwanglos eine Veränderlichkeit der Baugrundziffer berücksichtigt werden kann; 
mit Rücksicht auf die bereits erwähnte Unsicherheit der Baugrundziffer wollen wir hier jedoch davon ab- 
sehen. 


oder aufgespalten laut (6) bzw. (7) 


2. Der Ersatz der Differentiale durch Differenzen 
ee in Abb. 1 dargestellte Funktion y = y(x) möge durch einen Potenzansatz angenähert werden von der 
Form 
yza+bze+c®+da-+... 
- Darin sollen die Festwerte a, b, c... so bestimmt werden, daß y in den in gleichen Abständen A aufeinander 
folgenden Punkten ...m —1,m, m +1... die Werte ... Ym-1, Ym» Ym-+ı ... annimmt. 
Der einfachste Kurvenansatz ist die Parabel vom Punkte m — Ibis m +1 
y=za+bx+c:. 


Der Abstand x zählt vom Punkte m aus. Für x = 0 muß dann y = ym, für = + A muß y > Ym+, sein. 
Damit erhält man 


un bi a a N a a aan air 


1 1 
Y= Ym — 37 (Ym-ı wo Ymtı) % + DE (Ym-ı — 2 Ym + Ym+ı) x? RK REN OR (14) 
' Die Ableitung dieses Ausdruckes nach x ergibt 
dy 1 1 
7397 (Ym-ı — Ymtı) + 72 (Ym-ı — 2 Ym + Ym+ı) & 


d?y 1 
Ver. 73 (Ym-ı — 2 Yym + Ymtı)- 


Im Punkte m ist wegen x = 0 
Br 


a) (2) ar Se — Ym+ı) \ 


d? Y 1 ’ 
b) ah 72 (Ym-ı — 2 Ym + Ym+ı) | | 


Setzt man «= + A, so erhält man die entsprechenden Ausdrücke für die Punkt 1b — 
beträgt z. B. die erste Ableitung in den Punkten m —lundm +1 Seele 


a) (4 — lie 4 
4% /m-ı 5, \” Im-ı — * Ym + Ymtı) 


dy 1 
b) FAe 31 (Ym-ı — 4 ym +3 Ymtı)- 


1!) Schleicher, Kreisplatten auf elastischer Unterlage. Berlin 1926, J. Spri — Tö 2 
und Hankelsche Zylinderfunktionen. Stuttgart 1936, K. Wittwer. ee a E 


+ s » 
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Die höheren Ableitungen kann man mit diesem einfachen dreigliedrigen Ansatz nicht mehr bilden; wir 
müssen dazu auch die höheren Potenzen von & heranziehen. Für das Kurvenstück von m — 2 bis m + 2 
ergibt sich der fünfgliedrige Ansatz 


1 
Y=Ymt (Ym-2— 8 Ym-ı + 8 Ym+ı— Ym+2) & — 9472 (Ym-2 — 16 Ym-ı + 30 Ym 


1 
— 16 Ym+ı + Yımt2) & — IDHE (Ym-2 — 2 Ym-ı + 2 Ymtı — Ym+2) %° a (UT) 


1: 
= 34 74 (Ym=2 — 8 Ym-ı + 6 Ym —4 Ym+ı + Ymta) X. J “ 
Daraus errechnen sich die dritten und vierten Ableitungen im Punkte m (x = 0) zu 
d? 1 
a) 7, E (Ym-2 — 2 Ym-ı + 2 Ymtı — Ymt2) 


d! 1 
b) F),- 7A (Um-2 — # Ym-ı + 6 Ym— * Ymtı + Ymt2)- 


Die Ableitungen nach x sind gleich denen nach r. Man erkennt dies sofort, indem man bildet 
dy dydx 
dr. da de! 

Aus Abb.l lesen wir ab 

? T=r— rm, Worn‘ rm = konst. 

Daraus folgt BER 


Ara oder de=dr, 


und damit dy_dy 
Dre dc: 
Ebenso einfach wie die Differentiation gestaltet sich auch die In- 


tegration. Wir benötigen für die spätere Rechnung das statische Mo- 
- ment S der y-Fläche in bezug auf die Achse s 


8 = (yrdr = [y (rm +a)dae=m[yda+ [yade. 


Für das Flächenstück vom Punkte m — 1 bis zum Punkte m ergibt sich, wenn wir für y den Ansatz (14) 
‚ einführen 0 


7 22 
Si = (yrdr Sn (5 rm-ı Ym-ı + 8 tm Ym — "m+ı Ymtı) + es (YUm-ı — 2 Ym + Ymtı)- » . (19a) 
2A 
Entsprechend wird für das Flächenstück vom Punkte m bis m + 1 
+2 
m=+1 A 2, 2 
N dr = ip) (— rm-ı Ym-ı + 8Tm Ym + dTm+tı Ym+i) Ag (Ym-ı — 2 Ym + Ym+1)- »» (19b) 
z=0 


Durch Addition der beiden Ausdrücke (19a) und (19b) erhält man das statische Moment für das Flächen- 
stück vom Punkte m —1bism +1 


+4 
1 y 
CR - [ur dr = 3 (rm-ı Ym-ı + rm Ym + Imtı Ymtı): see nd (19e) 
z=—A 


3. Die Schnittgrößen in Differenzenform 


Setzt man die Ausdrücke (15) in Gleichung (4) ein, so erhält man mit 


Ym = mA, also De NEE... (20) 
Im m 
die Biegungsmomente zu 
s D HM [M 
ee ee ei) 


D 1 1 
b) Mım = RT (r 5) Wm-ı — 2u mt (" + >=) tms] . 


1 
Ita 


(M,m + Me nee 


ern 


5: D i 1 1 SH du i 1 F= 4 1 Je = AR E s 
Gm lee 


Sr Zum —(l Saw Set 


Mn=Mu=-—D( + = 2aH Zn Zu Or 


bekeite berücksichtigt ist, daß infolge der Symmetrie w=wist '.' 
ie © Querkraft muß in Plattenmitte verschwinden, wie aus (8) sofort ersichtlich ist 


Jin Ausnahme macht lediglich der Fall einer Einzellast in Plattenmitte. Dafür en sowohl die Biegungs- 
omente als auch die Querkraft in Plattenmitte unendlich groß. Man vermeidet praktisch diese Singularität, 
em man in Übereinstimmung mit den tatsächlichen Verhältnissen die Last über eine kleine Be - 
\W verteilt annimmt; für diesen Fall haben die Gleichungen (24) und (25) wieder Gültigkeit. : 
na B sonders zu behandeln ist noch die Querkraft im Punkte m = 1. Aus (24) folgt sofort SE agEe B 


. | 5 SE 
SR I ELLE U AT BET SE 2) | 


kona? ee man sen Mersdhnek sowie den B M, num zlnG (22) in die für m = 1 angeschriebene Gleichung 
i (23 eo) ein, SO erhält man 
= 


ar a (Au, 23,25 w —2w, 41,28 m. Be S erg 


D N 
3, bw w —dU, —Ww + u). Kreeerernseeererer nenn BE 


BI Gelegentlich braucht man noch die Schnittgrößen in unmittelbaren Umgebung der Plättehmiilten. Zu er 
Wr Zweck entwickeln wir die Durchbiegung in der Nähe der Plattenmitte i in eine ‚Maclaurinsche Bo 


N In=— 


hs 


W W uw? y 


Ta DER “ 4 ® ar, 


+ Bei dem Ersatz der Differentiale durch Differenzen haben wir nur ee bis zum vierten Grade para | 


. „sichtigt — vgl. Gleichung (17). — Behalten wir dies hier bei und berücksichtigen wir Seine daß aus Sym- 
metriegründen 


v=uw(er)=w+ 


ww —=0: 
ist, so ergibt sich = 


Setzt man diese Werte i in (4) ein, so erhält man die Momente in der Umgebung der Plattenmitte zu 


P 


>  Worch, Die Berochinns kreisförmiger enlrol areleisoher un Aeheneplaien er) 
2 w k 
ER ” FE r 
WU 31 r 
IV 
en a, 
- uW"=w +? 
ww’ gr wer r Bu 
R » = RN * 
wIV = wlV. u 


a) M, = Da 4 mw wen 


- a rare. (28) iR 
b))M=-Dia „ : IV 2 ‚em 
) Mı A+u)w + . u a T r r 
Hierin ist laut (15) bzw. (18) bei Beachtung der SR F ” 
se 2 R| 
a) w =, Wı-2W+W)= a 4; 
er (29) 


1 
b) ww’ = 7a (ww, + 6m Aw + w)= a 4w, + w,) 


74 


„Für r = 0 ergeben sich daraus die Momente in Plattenmitte, die wir früher bereits aus den Symmetrieeigen- 3 
schaften unmittelbar hergeleitet haben — vgl. (24). ER 
Der Operator Aw in der Umgebung der Plattenmitte beträgt R 

Aw= u” - 2” un, Be 
SZ / > 
woraus folgt d 4 a 
dv=—w'r. 
£ dr 3 FERRN.. 
Die Querkraft nahe der Plattenmitte beträgt damit entsprechend Gleichung (9) . e 
4 in 
Q, = — 3 Da N DR (30) 
Für r = 0 wird daraus Q,, = 0, welchen Wert wir bereits früher in Gleichung (25) angeschrieben haben. % 
Eine einfache Probe der abgeleiteten Ausdrücke für die Schnittgrößen besteht darin, daß wir m — konst... 


setzen. Die Platte bleibt dann eben und infolgedessen spannungsfrei; sämtliche Schnittgrößen m müssen sich 


Pr 


- daher zu Null ergeben. 
Um spätere Wiederholungen zu vermeiden, untersuchen wir hier auch gleich den Wert AAwinder Um- 


‚gebung der Plattenmitte. Setzen wir die oben aus der Macla urinschen Reihe gewonnenen Ableitungen von 
w in (3) ein, so erhalten wir 


17 ıv 1 EV. 
4Aw= m + ulPr lu + r)+ er + Hr) 


2 
oder zusammengezogen und für w,/Y den Differenzenausdruck laut (29b) eingesetzt 
8 16 - 
Ad4w= 3 wa a, AOL) ne ee ee (31) 
Der Neigungswinkel, den die Tangente an die Biegungslinie im Punkte m mit der Waagerechten bildet, ergibt 
' sich aus (10) in Verbindung mit (15a) zu 1 \ 
Pm = 57 7 (Wwm-ı —z Wntı)- See tere ren ans 6.0 e eGels ie. stNhe Due a plmlepete (32) 


Für die Plattenmitte (m = 0) folgt mitw_, = w, daraus 9, = 0, wie es aus an eteerunen auch sein muß. 


4. Die Bestimmungsgleichung für die Durehbiegung ww 
Für den Teilpunkt m im Abstand r„, = m A von Plattenmitte lautet die Plattengleichung (12) 
K 
‚AAwm+ Dim, 
worin AAw durch (3) definiert wurde. Setzt man darin die Werte (15) und (18) ein, so erhält man nach 


* Erweiterung mit 2? und Zusammenfassung entsprechender Ausdrücke die mte Bestimmungsgleichung in der 


Form?) 


1 1 1 
a) -[b-2)t mr almrtfer ger) 


1! 1 1 1 
- |» (2 Ar =) + MATT (2 = =) Wntı + ( SF =) Umtz = u. . 


8) Siehe Beyer, a. a. 0. 


 _ Plattenmitte gleich groß sind. 


N 
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£ © 


\ . : 2 I > 
Für m = 0 versagt diese Gleichung. Erweitert man nämlich, um die unendlichen Ausdrücke — zu ver- 


; A) 
meiden, Gl. (33) mit m? und geht dann zu dem Grenzwert m = 0 über, so erhält man r & 
> -u, +tw=0 ; 1 Di 
oder \ . 
0205 


da aus Symmetriegründen w_, = w, ist. 


Eine andere Möglichkeit bietet Gl. (31); der dort angeschriebene Ausdruck A Aw gilt für die Umgebung der 
Plattenmitte und natürlich erst recht für die Plattenmitte selbst. Setzt man diesen Wert in die für m = 0 
angeschriebene Plattengleichung (12) ein, so erhält man, wenn man wieder mit A? erweitert und zusammen- 
zieht 

64 a 


K \ : 
(1645 m Zautz® DENE RER (34a) 


n Zu einer ähnlichen Gleichung gelangt man, indem man die Biegungslinie vom Mittelpunkt 0 bis zum Teil- 
punkt 2 als quadratische Parabel auffaßt. Die erste Ableitung im Punkte 0, die aus Symmetriegründen ver- 
schwinden muß, liefert dann gemäß (16a) die Beziehung 2 


En 3 ZAWSEH U = (N re . (34b) 
oder mit 3 erweitert : i 
4.16 | 

16 m UN: EN REDE AL NERS (34 €) 


Für den Grenzfall D= sind (34a) und (34c) identisch; bei endlicher Plattensteifigkeit D stimmen beide 
‚Gleichungen nur dann genau überein, wenn X w, = ?, ist, d.h. wenn Bodenpressung und Belastung in 


Beiläufig sei noch erwähnt, daß bei Gültigkeit der Beziehung (34b) die beiden Momente im Punkte 1 gleich Be. 
und zwar ebenso groß wie die in Plattenmitte - vgl. Gl. (24) - werden. £ 


Man erhält somit zur Ermittlung der unbekannten Durchbiegungen w eine Gruppe fünfgliedriger uns B- 
trischer Gleichungen von folgendem Aufbau y = = : ee 


WW + w=Z 
bwtrawm -bh’w+aWw=Z, \ : 
WW uw em du wg WW — ZN ern (35) 


Am Wm-z — dm Um-ı + Cm m — dm’ Wmtı + Am’ tz = Zm. 


Hierin ist zur Abkürzung eingeführt 


o-l4M, = =, entsprechend (34 a) ; ] 
er | 
an, Sr m=1,2,3:.. .. 00) 
Zu et m=0,1,2 ; | 


Die Vorzahlen können, bis auf den konstan- 


K > 
ten Summanden — 4? in c, ein für alle Male 


D 
angegeben werden; Tafel 1 zeigt diese Werte 

16,0000 5,3333 für m = 0 bis m = 5, auf 4 Dezimalen ab- 
3,5000 8,0000 | 2,0000 gerundet. Im Bedarfsfalle kann dieTafelleicht 
3,3125 6,5000 1,5000 erweitert werden. ‘ f 
3,4630 6,2222 1,3333 Eine besondere Betrachtung erfordern noch. % 
3,5703 6,1250 1,2500 die Verhältnisse am Plattenrande. Der Halb- 
3,6440 6,0800 1,2000 messer der Platte betrage „= nA, der 


Plattenrand fällt also mit dem nten Teil- 


X ir t e . I - 
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punkt zusammen. Die letzten Bestimmungsgleichungen für w lauten dann entsprechend dem Sche- 


ma(35) 
A) An-g Wn-4 — On-2Wn-3 + Cn-2 Un-. — D’n-z Wn-ı # Un-2 Un = Zm-r 
: ’ ’ 
b) An-ı Wn-3 — ba-ı Ing + Cn-ı One O’n-ıWn + On-ı int = Zn-ı f- Her (37) 
C) An Wn-z — Im Un-ı + Cn Un — br Wntı + An’ UWntg = Zn 


Zur Ermittlung der Durchbiegungen w für die beiden gedachten, außerhalb der Platte liegenden Teilpunkte 
” + lundn + 2 ziehen wir die Gleichungen für die Schnittgrößen am Plattenrande n heran. Angenommen, 
‚das radiale Biegungsmoment M,„ sowie die Querkraft Q,„ am Plattenrande seien bekannt. Für M,„ gilt 
Gl. (21a), für Q,n sei hier z. B. Gl. (23c) herangezogen. Dann gelten die Beziehungen 


7 1 22 
1 1 4 / 1 1 233 ee a7 
b) wm, (1 + E* + 5) + Won JE 2(1 ern —ı 5 Un+ı — Unte = —n ®rn | 
Daraus folgt sofort 
2n 12 2n —u £ 

„2 ee an et wer | (39) 
IR 5 el 4 ET 
‚b) ung = =D ®rn + WW, —2(1+ Rz 5) Un TE >(1 DER 5) m 


Setzt man nun den Wert wy+, aus (39a) in (39b) ein und darauf die so gewonnene neue Gleichung für un, 
‚sowie (39a) in die Gleichungen (37)-ein, so erhält man nach Zusammenziehen der entsprechenden Werte w 
‚ das folgende Schema 


14 - ’ 
An-. Wn-4 — Ön-z Un-3 + Cn-2 Un-2 — O’n-g Wn-ı + On-2 Wn = Zn-2 \ 
y 5 in pr’ EIG 
An-ı Uns — On-ı Un-g + Cn-ı Un-ı — B’n-ı Um NET EL (40) 
An Un-g — En Un-ı + Cn Un = Zn ) 


‚Zur Bestimmung der n + 1 unbekannten Durchbiegungen w, bis w„ stehen somit n + 1 fünfgliedrige 
' Bestimmungsgleichungen zur Verfügung, deren Aufbau aus (35) und (40) hervorgeht. 

' Eine andere Möglichkeit des Vorgehens am Plattenrande ist die, daß man zunächst aus (37c) und (38b) 
die Unbekannte w„,, ausschaltet. Mittels dieser neuen Gleichung, die nur noch die Durchbiegungen wn-5 
bis un+, enthält, und (38a) drücken wir nun w, und Uy+] durch Un-3, Un-] sowie die bekannten Werte Z,, 
M,n und Q,n aus. Die so ermittelten Verschiebungen w, und un+] werden dann in (37a) und (37b) einge- 
setzt. Dieses Verfahren bietet den Vorteil, daß jetzt nur noch n Bestimmungsgleichungen für w aufzulösen 
sind gegenüber n + 1 bei dem vorigen Rechnungsgang. 

' Sind die Durchbiegungen w, bis w, aus der Gleichungsgruppe (35) und (40) bestimmt, dann ergibt sich die 
Verschiebung wy+, aus (39a). Den Wert w„+, braucht man nicht zu berechnen, da ja die Querkraft am 

Plattenrande bekannt ist. Die Schnittgrößen ermitteln sich danach gemäß (21) bis (32). 

In den Belastungsgliedern Z und Z auf der rechten Gleichungsseite tritt überall im Nenner die Platten- 
‚steifigkeit D auf. Ist die Platte ziemlich steif, ist also D groß, dann nehmen die Belastungsglieder kleine 
Werte an. Wir betrachten hier zunächst den Grenzfall der unendlich steifen Platte (D = &); dafür wird 

Z=Z=0. Die triviale Lösung w — 0 fällt wegen der Nachgiebigkeit des Baugrundes fort. Eine Lösung ist 

dann nur möglich, wenn die Nennerdeterminante des Gleichungssystemes verschwindet; die Unbekannten 


s 5 0 5 ß 
‚ergeben sich also in der unbestimmten Form w = ie Man kann zu diesem Ergebnis auch noch auf andere 


Weise gelangen. Eine unendlich steife Platte bleibt stets eben, es sind also sämtliche w-Werte gleich. Setzt 
man nun in unsere Gleichungsgruppe (35) und (40) w = Konst ein, so erhält, wie man z.B. an (33) und (34) 
leicht nachprüfen kann, jede Gleichung die Form 

w-0=0, woraus folgt (— = = unbestimmt. 
Normalerweise wird die Plattensteifigkeit zwar 'nicht unendlich, aber häufig immer noch groß gegenüber 
der Baugrundziffer, der Feldweite und der Belastung sein. Die Nennerdeterminante des Gleichungssystemes 
wird dann einen kleinen Wert nahe bei Null aufweisen, die ganze Rechnung also ziemlich fehlerempfindlich 
werden. Für die Auflösung derartiger Gleichungsgruppen sind bestimmte Regeln zu beachten; z. B. ist es 
nicht mehr gleichgültig, in welcher Reihenfolge die Unbekannten ausgeschaltet werden®). 
Ein leicht zu übersehender Fall ist noch der, daß die Belastung gleichmäßig verteilt ist (p = konst). Ist 
der Plattenrand kräftefrei, so hat die Plattengleichung (12) die Lösung?) 


w= konst = 7. DIESEL 70 TO ERTL (41) 
4) Näheres darüber siehe z. B. in v. Sanden, Praktische Analysis, 2. Aufl., S. 135. Leipzig 1923, B. G. Teub- 


ner. — Runge u. König, Numerisches Rechnen, $. 36. Berlin 1924, J. Springer. 
5) Vgl. z.B. Schleicher, a. a. ©. 8. 30. 


S Unsymmetrische a sind für die Auflösung en: im Teer e der 1 
.  vereinfachung ist Symmetrie der Gleichungen anzustreben. Die Ursache der Unsymmetrie liegt, 
_ aus (15) und (18) sofort erkennt, an den Gliedern w und w’”. Die dritte Ableitung w’” tritt nicht auf, wenn 
man die Plattengleichung entsprechend (13) aufspaltet. Die ersten Bee” w ' besei ‚man 
HS in | bekannter Weise durch Einführung neuer Bezugsunbekannten®). Setzt'man E 


— 


e: u nu 2 ebenso wie w Funktionen - von r sind, © ergibt, Seh mit. I 
wu aha, und wW’=w’z+2uz ETF EN 


ee ar (2r =)+u[@ + A. } 


ie aktion 2 wird jetzt so bestimmt, daß der a von w verschwindet 


Dift ; : ge ee er =; 
| Ü Be er es Derise, mittels Gl. (15) umgeschrieben wird daraus, wenn wir wurde entsprechend (20) Tm= m A 


Yin e i 
: rc] ER WS 
| x Um >= — 31 Um (n-ı + DE Um — u) \ 
® 
ide 1 1 1 3 3 
Vom Rn (1 +) ma (2 = 2) Um + (1 m] 
a! | | 5 


(Aw)m = 72 Um (Um-ı — &m Um + Umtı) e 


°) Vgl. z.B. Bieberbach, Differentialgleichungen, 8. 116. Berlin 1923, J. Sie a 


ee Fa 


ae re u en Eger ae a be N 
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/ 
N 


3 121 
Mm. = — Se (uni er U em.) | % 
121 ne 1 3 1 SA 
de Zr kr a ee 
a 
ge, F tm)» J 
In den Ausdrücken für Aw und AM ist zur Abkürzung eingeführt 
; i 1 
vr AERO (5) RA ee (47) 
Diese Werte in unsere Bestimmungsgleichungen (13) eingesetzt und mit 32 Vrm erweitert ergibt 
72 
re 5, | NE. (48) 
‚ b) Um-ı — OAm !m + Um+1 == 72 (K Um == Prm Yrm) 
Aus (48a) folgt sofort N 
Im= — Ir (Um m Un Um) een er ee ee (49) 


Wird dieser Wert sowie die Werte vy-] und ®m+], die sich daraus durch zyklische Vertauschung ergeben, in 
R z 


(48b) eingesetzt, so erhält man nach: Erweiterung mit und Zusammenfassung entsprechender Aus- 


drücke von u die mte Bestimmungsgleichung zu?) 


K3 4 — 
Um-2— (Am-ı + Am) Um-ı + (2 + am. + | Um — (Am + Amsı) Umsı + Umız = pFrm Ver (50) 
In Plattenmitte (m = 0) ist, wenn wir wiederum eine volle Kreisplatte voraussetzen, r, = 0 und damit 
ö uU = Wr, = 0 EEE AB ne RR. (51) 
da w, stets endlich bleibt. Ebenso ist auch für den Fall M, + & 
; EM re 0. er ...:(82) 


Die Voraussetzung M, + ist keine Einschränkung der allgemeinen Gültigkeit. Zwar werden für den Fall _ 
‚einer Einzellast in Plattenmitte die Biegungsmomente und.damit auch die Momentensumme in Plattenmitte 
unendlich groß. Wie bereits früher erwähnt, ersetzt man praktisch die Einzellast durch eine verteilte Be- 
lastung über eine kleine Kreisfläche; M, bleibt dann wieder endlich. 
Die Gleichungen (48) vereinfachen sich damit für m = 1 zu 
} er 2 
a re > | Kerr REN (53) 
b) <yı + = 7 (Ku, —pıln) \ 
Für m = 2 gelten bereits die normalen Gleichungea (48) ? 
en |. ENTER... (54) 
b) 1-8 +% = RP (Kup )r,) 
Aus (53a) und (54a) ergibt sich 


D D 
ig (4% —W) und = age (U U Uni ee (35) 


2 


; h 7 
‘Setzt man diese Werte in (53b) ein, ordnet und erweitert mit 775,9 erhält man 


VRR > | 
1l+o, + ut) ty =TplNn- een or lalsrehe es (56) 


2) Diese Gleichung findet sich bereits bei Pasternak. ZAMM. 6 (1926), 8.20. 


Bautechn.-Archiv H. 6 8 


NEE 


= 
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Zur Ermittlung der Bezugsunbekannten um (m = 1 ‚2, 3 ...) steht somit eine Gruppe sym 
gliedriger Gleichungen von folgendem Aufbau zur Verfügung i SE 
Yılı Bi W%t u Zı 

Bu +Y%m—hwry—Z, 
nhutnuıutm 2 Rt EN (57) 


metrischer fünf- 


—_ 


Bm = Am-ı + Am 


Kt 
Ym=—2tm+ Er | 
K 34 A » £ £ 
Ausnahme: Yı =1+a?+ y: ee Ne res ehe (58). 
m = &m + amı = Bmrı 2 
24 — 
Zm = 7 Pm Vrm 


Unter a ist darin die Abkürzung (47) verstanden. . b i 
Gegenüber der früher abgeleiteten Gleichungsgruppe (35) hat-(57) nicht nur den Vorteil, daß. die Gleichungen 
symmetrisch sind, es ist außerdem auch — inf. u, = 0 — die Zahl der Gleichungen um Eins vermindert 
worden. N 
Die Vorzahlen der Unbekannten können wir auch hier Tafel 2 
x 74 
wieder, von dem konstanten Summanden == in y 
$ ‚abgesehen, ein für alle Male ausrechnen. In Tafel 2 
sind diese Werte für m = 1 bis m = 5 angeschrieben, 
0. wiederum auf 4 Dezimalen abgerundet. 
(3 Um die Verhältnisse am Plattenrande zu studieren, 
0. schreiben wir die letzten Bestimmungsgleichungen 
für w an. Die Fundamentplatte habe den Halb- 
"messer a, ferner sei wieder vorausgesetzt, daß der 
Plattenrand mit dem nten Teilpunkt zusammenfällt, 
daß also a—= m = nA beträgt. Wir erhalten dann 
gemäß dem Gleichungsschema (57) , 
a) Un-5 — Pn-3 Un-4 + Yn-s Un-a — P’n-3 Un-2 + Un-ı = Zn-s 


b) Un-ı — Pn-aUn-3 + Yn-2 Un —Pn-atinı tun =Znn | ne .. (89) 
C) Uns —Bn-ıitn-a + Yn-ı Un-ı —Pn-ıUn + Untı = Zu-ı 
d) una —Pn Un-ı + Yn Un — Bm Un + Untz = Zn 


. Mit Hilfe der Formeln für die Schnittgrößen am Plattenrande drücken wir nunmehr die v-Werte für die bei- 
den gedachten, außerhalb der Platte liegenden Teilpunkte n +1 und n + 2 durch die übrigen u-Werte 
aus. Die früher abgeleiteten Beziehungen für die Schnittgrößen als Funktionen der Durchbiegung w können 
wir allerdings nicht verwenden, wir müssen vielmehr die Schnittgrößen in Abhängigkeit zu den neuen 
Unbekannten u bringen. Gemäß Gl. (67) und (69) des nächsten Abschnittes bestehen für das radiale Bie- 
 „gungsmoment M, und die Querkraft Q,, beide für den Plattenrand angesetzt, die folgenden Beziehungen 


if l1—u ö 1—u 1— 22 ya 

| | a) ( + on )nn-ı } & 5.) m -(1= = = ne Myn 

his ee ee OON 
D. 1 a 1 248 Ya ( 

1 b) Un-z (ni 77 =) Un-1, ar Un + (ontı Ab ) Un+ı — Untz = = rn 


‘Die Wege, die für die Ausschaltung von “n,, und u, ,, einzuschlagen sind, haben wir seinerzeit im Anschluß 
BE an die Gleichungen (37) und (38) dargelegt. Wir wollen hier die Rechnung praktisch durchführen, um zu 
| zeigen, daß bei dieser Operation die Symmetrie der Gleichungen erhalten bleibt, und zwar benutzen wir dazu 
| das früher an zweiter Stelle angegebene Verfahren. Addiert man zu (60b) die Gleichung (59d), so hebt sich 
Io. die Unbekannte u„+, heraus. Wir erhalten, wenn wir noch die Werte y_, und Un-, auf die rechte Gleichungs- 

| r seite bringen, unter Beachtung der Abkürzungen (58): 
| 

| 

| 


ä 1 2 32 a. 
(im =) Um (an 5 Un Znt a Arn — 2 una + (on-ı HP „) Uns 


1— 1— 22 ya be 
(on FR =) En ( 2 +) ERHL n Mrnt (1 ae | ni 


| 
| Die zweite Gleichung (61) ist dieselbe wie (60a). 


Eszel6h, 


se 
3 


RT ee INN 


REITEN ER RN ENT 


en 3 ya Il — ya ZEN 
s 7 2% air nr %n )[en-ı - (fr | 2\ Ir 5 Mın (9 — An Pn +) 


EN ET A Be 3 x ; 
Se - =” i ‘ 


4, 


\ 


n 2n 


Wie man erkennt, ist auch bei dieser Umformung die Symmetrie der quadratischen Matrix zur Haupt- 
diagonale erhalten geblieben. 

Die früher aufgestellten Bestimmungsgleichüngen für »w hatten die unangenehme Eigenschaft, daß bei großer! 
Plattensteifigkeit D die Nennerdeterminante des Gleichungsschemas klein ist, die Gleichungen also ziemlich 


fehlerempfindlich werden. Die gleichen Verhältnisse liegen auch hier vor. Man erkennt dies sofort, wenn man _ 
zum Grenzfall D = oo übergeht. Gemäß (58) und (65) werden dann die rechten Gleichungsseiten Z bzw. Z 


sämtlich Null. Es muß demnach auch die Nennerdeterminante des Gleichungssystems verschwinden, denn 
die triviale Lösung w = 0 kommt wegen w + O nicht in Betracht. 

Man muß also auch hier bei großer Plattensteifigkeit die Auflösung der Gleichungen mit besonderer Sorgfalt 
durchführen (vgl. Fußnote 4 auf S. 31). 

Die für D= bekannte Lösung w = konst. stellt sich allerdings hier nicht genau ein. Ebenso werden für 
den Fall einer gleichmäßig verteilten Belastung p = konst. nicht alle w-Werte genau gleich, wie es eigentlich 
sein sollte. Den Beweis dafür führt man am einfachsten indirekt, indem man in die Gleichungen (57) 


Pm = konst = p und wm, = konst = w = ns - entsprechend (41) - einführt. Dafür wird laut (45) und (58) 


— Rn 2 7/7. 
tm = um Yrm = 21% Ym und Zu = tan =, Ym. 


Setzt man diese Werte in die erste Gleichung der Gruppe (57) ein, so erhält man, wenn man noch dure 
kürzt, unter Verwendung der Zahlenwerte der Tafel 2 


Ka KO eBs 
5,7946 — 5,2149 + =D9 0,5796 + SR + se: 


pyA 
Br 


- Bei der zweiten Gleichung wird der Fehler schon geringer, nämlich 


KM — Ka Ra — 
2 N _y3 3, 
10,1372 — 10,4593 + D y.2 0,3221 + D yv2=# D V2 


3* 
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= Die Auflösung der beiden Gleichungen ergibt 
1 22 ya 1— 72 Ya 1 
og -l&+ 7 en) FE aa) | 
2 N 2 En ; 
+ 1- 5 Jena gr [en (Aa) In nn | is 
1 2 ya I 2a a AR 
I ER (& ee. &) er) Men :) | 
2 1—u 1 1— An- 1 
>3 zen En =) Un-2 ty Im — an (an-ı + Pu) + -_ (om +2 = en: =) Un-ı | 
Darin ist N die Nennerdeterminante der beiden Gleichungen (61) 
1—u a 1 
| N = ann + (m-2® +5). A (63) 
Setzt man diese Werte (62) in die Gleichungen (59) a—d ein, so erhält man 
Un-5 — Pa-3 Un-ı + Yn-3 Un-3 —Pn-3 Um-2 + Un-ı = Zn-3 # 
Un-4 = Pn-2 Un-g + Yn-2 Una Er Bin=s Un = Zug 2 trennen (64) \ 
- Un-3 — Pn-ı Un-2 + Pn-ı Un-ı Za-ı 
worin die neuen überstrichenen Abkürzungen folgende Werte haben 
— 2a 2 I\l — 
en el » 
- ö I\l— -, 
Pn-ı = Pa-ı + N Ion (Pr nn P) -] = Pn-2 
Er 2 1—u 
In-2 = Yn-ı + vl nr Fo 
| 1 UST (65) 
In = Yn-ı + I‘g Ion + 2 an? — An” AL Im — 2m” + (an-ı + Pa) Pre | Er nt? 
1 27 Ya 1— 22 Ya 1 
Ina = Zn-2 Eh N (2 Sp ven (1 = 2) FÜ . Mrn(on — 


N 


Ali 


er 2 Won = 
ee x Vrm- 
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Der richtige Ansatz w = konst. befriedigt also unsere Gleichungen acht: Allerdings wird der Fehler um so. 
geringer, je größer der Wert m wird; für m = © stimmt unser Ansatz genau. Um dies einzusehen, stellen 


wir zunächst allgemein die mte Gleichung, wieder gekürzt durch iR, auf 


mE Bun I + ym lm Bm YmHi+ m F2= I m: 


Gekürzt durch Ym wird daraus ‘ 
De 5 EA 2 Ka ; 
Yı-2-mjı + mm Yır + yıra = G- 
"Setzt man nun m = © und beachtet, daß dafür, wie man auch aus Tafel 2 unschwer schließen kann, 
KK): 
ne Be —=4 und er 


wird, so erhält man 

4 £ ” 
A KH I 
Diese Gleichung ist genau erfüllt. 
Noch auf eine andere Besonderheit sei hier hingewiesen. Zu berechnen sei eine Fundamentplatte mit mittiger 
Einzellast P, die, wie bereits mehrfach erwähnt, über einen kleinen Kreis vom Halbmesser o verteilt an- 
_ greifen soll, und. zwar sei dieser Radius ) kleiner als die Feldweite A. Verstehen wir unter p die jeweilige 
Belastung im Punkte m, so sind hier alle Werte p, bis ?„ gleich Null. Entsprechend (58) verschwinden damit 
auch alle ‚ Belastungsglieder Z. Nehmen wir schließlich noch an, daß der Plattenrand kräftefrei ist, daß also 


My = Qyn = 0 ist, so fallen damit auch die Werte Z fort. Die rechten Gleichungsseiten unserer Gleichungs- 
gruppe werden also vollständig zu Null. Die Nennerdeterminante dagegen ist bei endlicher Plattensteifigkeit 
von Null verschieden. Die Gleichungen haben in diesem Fall nur die Lösung “w= (und damit auch w = 0. 
‚Darüber, daß diese Lösung unrichtig ist, besteht kein Zweifel. Wir müssen also unsere früheren Annahmen 
berichtigen, und zwar müssen wir die ‚ Belastung i im Bereich g in einem bestimmten Verhältnis auf die Punkte 0 
. und 1 verteilen. Damit wird dann Z, ungleich Null, woraus sich dann wieder « + 0 ergibt. Natürlich kann 
man auch versuchen, diese Schwierigkeit irgendwie anders zu umgehen. Einfacher ist es jedoch, das ganze 
Problem überhaupt zum Verschwinden zu bringen. Bei der Spaltung des Belastungs- und Formänderungs- 
zustandes, die weiter unten behandelt wird, tritt diese Frage erst gar nicht auf. 


2% Die Schnittgrößen in Abhängigkeit von u und ® 


- Die Auflösung der Gleichungsgruppe (57) bzw. (64) liefert die Unbekannten u, bis x di h fehl 
x 3 i 1 n-ı} die noch fehlenden 
gemäh en Un, ergeben sic aus Gl. (62). Daraus bestimmen sich dann die Durchbiegungen w,.bis un+ı 


Um 


"Die Durehbiegung w, in Plattenmitte kann man auf diese Weise allerdings nicht | 
Go ce it 
die Gleichungen (34) heran und erhalten en 


1 NL 
aus (34a) w— 5 + — (dw — u) 
1 2 
er = “| D Er 
“ | Be ee (66) 
Be bzw. aus (34b) Wr (4 w, — w,) 


d tl 
em iche Durchbiegungen w bekannt, dann lassen sich die Schnittgrößen gemäß (21) bis (32) er- 


Man kann natürlich auch die v- bzw. v-Werte unmittelbar zur B 
erechnung der Schnittgröß 
Setzt man die Ausdrücke (45) in die Gleichungen (4) ein, so erhält man mit tm—= mA Kr heranzichen. 


ID 1— u 12% 
Eu e, { 1 N 
Men = a [tt Zur) tnn (img) m + am 


en ie % N (67) 
ER u 1—u 1 — 
im \ 72 Yrm (e D) m )un-ı (m Am | D) m? )rm = (" Sin 3) um.) 
Darin bedeutet «„ wieder die Abkürzung nach Gl. (47). r Br 
Zur Probe bilde man laut (5) bzw. (46) X 
WEM SA) M=(l+m), re Er a 


worin die v-Werte gemäß (49) aus den u-Werten zu ermitteln sind. ie 


F 
is 
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ze Die Momente in Plattenmitte und in der Umgebung derselben lassen sich mit diesen Formeln nicht be- 
| pe Zur Ermittlung dieser Werte muß man auf die Durchbiegungen w zurückgehen - siehe (24) 
Br EDZW. . 
Zur Bestimmung der Querkraft benutzen wir die Schreibweise (9). Drückt man darin M’ laut (46) durch v 
aus, so ergibt sich et 1 

Be (ni ne im): (69 a) 

= Ve ? 

Ersetzt man nun noch die v-Werte nach (49) durch u, so erhält man 


z DT 1 Am 1! 
Or, m = 33 Vin Um-2 — |Am-ı TE Um-17 7 Umt (amt =) Um+ı um] ..... (696) 


Für den Teilpunkt m = 1 geht Gl. (69a) mit r, = A und v, = 0 über in 


: £ 
Um (WIE ee ER 70 
HS, (70) 
Drückt man nun die v-Werte entsprechend (55) durch u aus, so ergibt sich als Sonderfall von Gl. (69b) 
D 
en PR (+1) 63 ET) us) (70b) 


In Plattenmitte wird entsprechend (25) Q,, = 0. 
Setzt man schließlich den Wert w aus Gl. (45) in (10) ein, so erhält man den Neigungswinkel zu 


\ 11 1 
Pm 37 Vrm Um-ı7 7 Um Umer es rer lee le re ee (71) 
(rm 


In Plattenmitte wird aus Symmetriegründen 9, = 0. 
Berechnet man die Schnittgrößen zahlenmäßig einmal aus den Formeln (21) bis (32), zum anderen Male aus 
den oben angeschriebenen Gleichungen (67) bis (71), so werden die Ergebnisse im allgemeinen kleinere Unter- 
schiede aufweisen, die durch die Näherungsansätze bedingt sind. 


“2. Eine Rechenprobe 


Bei der Auflösung der Bestimmungsgleichungen für w bzw. u bieten sich 
eine Reihe von Rechenproben dar, auf die man hier im Hinblick auf die 
meist vorhandene Fehlerempfindlichkeit der Gleichungen nicht verzichten 
sollte®). Eine weitere Rechenprobe ergibt sich aus der Bedingung, daß 
der Auftrieb der vorhandenen Belastung das Gleichgewicht halten muß. 
Wir betrachten als "Beispiel eine Fundamentplatte mit kräftefreiem 
Rande. Der Plattenhalbmesser «a sei in fünf Teile geteilt, die gesamte Auf- 
last betrage P (Abb. 2). 


Dann muß sein 


a a 

pP 2a jgrdr =2nK [wrdr=2uKS08, 
no ) S 

worin ‚8,5 das statische Moment der w-Fläche in bezug auf die Plattenmittelachse darstellt. Dieses setzt sich 

zusammen aus S es St 213 3 Zi Sz. 

Setzt man hierin die Werte (19b) bzw. (19c) ein, so erhält man 


2 


2 7 
8 = re (—r_,w., +3nw+t5InW) — ER (wi -2w +) 
) ed 
E= = (wr + 4r,w 4 rw) + 3 (nw+A4Arw-+rW,). 
Mit a 
1= tr, n=0I, m=mi; w,=w, und A 


beträgt zusammengezogen ; 
Sg? x 3w+7w+32w+ 24w + 64w, +20 w,). 


300 


Damit ergibt sich also die Rechenprobe zu 
an K 


P=-— (3, +1 +32, PA, 2 64m, FW) eenseneueeune (72) 


8) Vgl. Fußnote 4 auf 8.31. 


IF 
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8. Die Spaltung des Belastungs- und Formänderungszustands Ne. 


N 


durch Überlagerung einer Anzahl von Teilwerten zu gewinnen. Wir setzen an 
ö w=W + W,t W, 4 
. während wir die Belastung nur in zwei Teile aufspalten wollen 
p=PpitPr- - 


w,; dem dritten Teilwert w, möge keine äußere Belastung p entsprechen. 


. Kräften bestehen. 
Die Plattengleichung (12) geht damit über in 
pı Pa 
D D 


daß zwischen den Lasten p, und den Durchbiegungen w, die Gl. (1) be- 


F , Der erste Teilzustand sei so gewählt, 
Ne, steht 


D 


Es handelt sich also bei dem ersten Teilzustand um eine normale Kreis- 
platte, ohne elastische Stützung. 
Die zum zweiten Teilzustand gehörige Gleichung möge lauten 


4m + m. RT ER ER (75) 


Der zweite Teilzustand stellt somit eine elastisch gelagerte Platte dar. 


bar angeben kann. 
Geht man nun mit den beiden Ansätzen (74) und (75) in die Gleichung 
(73) ein, so bleibt für den dritten Teilzustand übrig 


K 
44w +, m rWw)—0 
oder 


4m + =- 


— Ku, 
D 


ER LEN RER 


daß bei diesem dritten Teilzustand eine Fundamentplatte vorliegt, die 
an Stelle der üblichen Last p die Belastung — K w, zu tragen hat. 


Als Beispiel ist in Abb. 3 der Fall einer Einzellast P in Plattenmitte 
dargestellt. Wir denken uns nun zwei entgegengesetzt gerichtete, gleich- 


mäßig verteilte Belastungen 9 = „3, hinzugefügt (Abb. 3b). Als erster 


h -ı  Teilzustand ergibt sich dann eine ringsum frei aufliegende Kreisplatte mit einer mittigen Einzellast P und 


‘ einer nach oben gerichteten gleichmäßig verteilten Belastung’ ?. Der Auflagerdruck am Plattenrande beträgt 
A = 0 (Abb. 3e). Fertige Formeln für die Durchbiegungen und Schnittgrößen für diesen Teilzustand liegen 
im Schrifttum vor?), so daß die gesamte Arbeit im Einsetzen der Zahlenwerte besteht. & 
Der zweite Teilzustand stellt eine Fundamentplatte dar, auf welche die gleichmäßig verteilte Belastung 


0. Pa = P einwirkt. Die Durchbiegung für diesen Fall beträgt nach (41) 


u, = konst =. 


Schnittgrößen treten nicht auf, da die Platte bei der Einsenkung eben bleibt (Abb. 3d). 


Mittels des Differenzenverfahrens zu untersuchen ist dann nur der dritte Teilzustand, bei dem an die Stelle = 


der Belastung der Wert — K w, tritt (Abb. 3c). 


Um einen Überblick über die Größenordnung der einzelnen Teilzustände zu gewinnen, betrachten wir als 
Zahlenbeispiel wiederum eine Platte mit mittiger Finzellast, und zwar soll sein ; 


P=2000kg; a=1383cm; h=2cm; E=2:.10%kg/em?; u=03; K=4M kg/cm3. 
Die Plattensteifigkeit ergibt sich damit zu = 
D = 1,4652 : 10% kgcm?/cm. 


9) Vgl. z.B. Beyer, a.a. 0.— Worch, Elastische Platten, Beton-Kalender, Tei En 
Wilh. Ernst & Sohn. n, Beton-Kalender, Teil I, S. nn Boln 1 


Sowohl in unserer Ausgangsgleichung (12) als auch in den Formeln für die Schnittgrößen kommt die Durch- EN 
biegung w und die Belastung p nur in der ersten Potenz vor. Es ist daher zulässig, die endgültigen Werte 


Dabei sollen Ausdrücke mit gleichem Zeiger zusammen gehören. Zu p, gehört also w,, zu p, die Durchbiegung 2 


Über die Art der Aufteilung in die einzelnen Zustände kann man frei verfügen. Man kann auch zu der ge- 
 gebenen äußeren Belastung Lastzustände hinzufügen, die aus gleich großen, aber entgegengesetzt gerichteten‘ 


a K ’ = = ” 
Da 440% +44w, +44 + Zum tm tW)=T en hosen nenen (73) 


An Eee N RE CE 


Zweckmäßig wählt man die Belastung so, daß man die Lösung unmittel- 


Der Vergleich dieser Beziehung mit der Ausgangsgleichung (12) zeigt, 


x "Worch, Die Berechnung kreisförmiger zontralymmetrische Fundamentplatten ee! 


Die Rinzellast 2 möge sich auf einen kleinen Kreis vom Halbmesser e = 1 cm gleichmäßig verteilen. 
Die ae p beträgt schließlich P 2000. 


= u 2 

Dp = On Bar 3,3284 kg/cm?. 

Für Geh ersten Teilzustand ergeben sich die folgenden Durchbiegungen 
in Plattenmitte w,, = 7,89 - 10° cm 
am Plattenrand w,, = 0. 


Das radiale Biogungsmoment an der Stelle o beträgt 
M;,c = 412 I kgem/em. 


- Die Durchbiegung für den zweiten Teilzustand ist konstant; sie hat die Größe 


| Wen % = ni — 0,0832 cm. 
Biegungsmomente und Querkräfte treten nicht auf. 
Für den ersten und zweiten Teilzustand zusammen ergeben sich somit die folgenden Werte 
Durchbiegung in Plattenmitte 0,0911 cm = 
| Durchbiegung am Plattenrand 0,0832 cm. 


Radiales Biegungsmoment im Punkte o 412,9 kgem/cm. 


Dis gesamten, mittels der Theorie der Zylinderfunktionen ermittelten Werte betragen!®). 
w, = 0,0883 cm 
Wn = 0,0804 cm 
My = 416, 7 kgem/cm. 


Für an Teilzustand 3 verbleiben demnach die Werte 


Wa = — 0,0028 cm 
Wng = — 0,0028 cm 
Myo; = 3,8 kgem/cem. 


Die nach dem Differenzenverfahren zu ermittelnden Durchbiegungen betragen hier somit weniger als 4 v.H. 
des Gesamtwertes. Bei den Momenten ist der Prozentsatz sogar noch geringer; er ergibt sich zu weniger als 


-1v.H. des Gesamtwertes. 


Natürlich kann man die an einem einzigen Beispiel gewonnenen Erfahrungen nicht era een Es ist 
zu erwarten, daß in anderen Fällen ungünstigere V erhalinisee eintreten. 

Verhältnismäßig leicht zu übersehen ist, wie sich die Ergebnisse verschieben, wenn bei sonst gleichen Ab- 
messungen und Baustoffzahlen sich die Plattensteifigkeit D bzw. die Baugrundziffer K ändert. Die Platten. 


‚steifigkeit tritt bei dem 1. Teilzustand auf, die Baugrundziffer kommt im 2. Teilzustand vor. Der Quotient 
rn zweckmäßig für die Plattenmitte m = 0 angesetzt — berücksichtigt also sowohl eine Änderung von D Bir 
als auch eine solche von K. Wie man unschwer nachprüfen kann, wird der a des 3. Teilzustandes um - 

'so geringer, je größer der Quotient 02 Pin 2 wird. Bei großen Verhältniswerten ©02 wird das Problem also bereits 


durch die Teilzustände 1 und 2 erfaßt, die mit beliebiger Genauigkeit durchgerechnet werden Kon Der. \ 


dritte, nach dem Differenzenverfahren zu berechnende Teilzustand stellt lediglich eine Korrektur der aus 


den beiden ersten Teilzuständen gewonnenen Werte dar. Unter Umständen kann man sogar auf diese 


Korrektur verzichten. Mindestens wird man jedoch erwarten können, daß Ungenauigkeiten der Näherungs- 
zechnung das Gesamtergebnis im allgemeinen nur EWR beeinflussen werden. 
Um einen Anhalt über die Größenordnung des Quotienten = zu gewinnen, bilden wir für unser Zahlen- 
Berpiel = ya 00882, > en 

% 0,00789 u 
% Zusammenfassung _ 
Zur Berechnung kreisförmiger zentralsymmetrischer Fundamentplatten wird ein Näherungsverfahren ent- 


wickelt. Den Ausgangspunkt bildet die bekannte Differentialgleichung für die Durchbiegung der Platten- . 


mittelfläche. Der Ersatz der Differentiale durch Differenzen führt zu unsymmetrischen fünfgliedrigen 


Gleichungen für die unbekannten Durchbiegungen. Durch Spaltung der Differentialgleichung und Ein- 


führung von Differenzen gelingt es, auf eine Gruppe symmetrischer fünfgliedriger Bestimmungsgleichungen 
zu kommen. Der beschriebene Rechnungsgang bedient sich nur einfacher mathematischer Hilfsmittel; die 
auftretenden linearen Gleichungen ähneln den sog. Elastizitätsgleichungen der statisch unbestimmten 
Systeme. Durch Aufspaltung des Belastungs- und. -Formänderungszustandes wird die Genauigkeit der 
Rechnung wesentlich gesteigert. Abweichungen, die durch die Näher ung entstehen können, sowie Rechen- 
ungenauigkeiten bei der Auflösung der Bestimmungsgleichungen mächen sich im Gesamtergebnis in der 


"Regel nur wenig bemerkbar. 


1) Vgl. Schleicher, a.a. O. 8.38. 
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Das Kniekproblem bei Spitzenpfählen, 
deren Schaft ganz oder teilweise in nachgiebigem Boden steht 
Von Dr.-Ing. Helmut Walter, Grün & Bilfinger AG., Wiesbaden-Schierstein 


Inallen Fällen, in denen der tragfähige Baugrund von mächtigen Schichten nicht tragfähigen weichen Bodens überlagert ist, bietet; 
der sogenannte Spitzenpfahl ein geeignetes Mittel, um hohe Bauwerkslasten auf die tiefliegende Gründungssohle zu übertragen. 
Durch die fortschreitende Entwicklung der Rammgeräte, der Pfahlbaustoffe und der Rechnungsmethoden ist es keine Seltenheit. 
mehr, daß 30 m, ja sogar 40 m lange Pfähle hierbei zur Verwendung kommen. IE 1% £ { 

Durch die Berechnungsmethoden von Osbenfeld!) und Nökkentved?) ist es möglich, auch bei vielfach statisch unbestimmten 
Pfahlböcken, die Belastung, die die einzelnen Pfähle zu übernehmen haben, einwandfrei zu ermitteln. Die Frage nach der Knick- 
sicherheit der Einzelpfähle wurde jedoch noch nicht eingehend behandelt. Die bekannte Literatur über Grundbau?) bringt zwar 
allgemeine Hinweise auf die Knickgefahr von hohen Pfahlböcken, zeigt jedoch keinen Weg zur Lösung des Problems. 

Die vorliegende Arbeit wurde veranlaßt durch die beim Bau der Pfeiler einer Straßenbrücke über den unteren Bug aufgetauchten 
Bedenken hinsichtlich der Knicksicherheit der dort verwendeten 30 m langen Stahlrohrpfähle, die auf etwa ?/; ihrer Längeinden 
weichplastischen Ablagerungen des Flusses standen. Da die Pfähle ohne Berücksichtigung der Stützung durch die umgebenden 
Bodenschichten nicht mehr knicksicher waren, half man sich beim rechnerischen Knicksicherheitsnachweis mit der Annahme eines. 
„gefühlsmäßig geschätzten‘“unteren Einspannpunktes. Die vorliegende Arbeit gestattet die rechnerische Berücksichtigung der seit- 
lichen Stützkräfte. 


A. Allgemeine Betrachtungen zum Knickproblem 


Die erste mathematische Behandlung des Knickproblems des seitlich ungestützten Stabes erfolgte durch 
Euler im Jahre 1744, wurde jedoch zunächst wenig beachtet. Erst mit der raschen Entwicklung des Eisen- 
'baus in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts wurde dem Knickproblem allgemeine Beachtung geschenkt. 
Besonders Friedrich Engeßer hat sich mit diesen Fragen befaßt und auch das Problem des seitlich elastisch 
gestützten Stabes erstmalig behandelt*), so daß heute gelegentlich von der klassischen „Euler-Engeßer- 
schen Knicktheorie‘‘ gesprochen wird. 

Die „klassische Theorie‘ geht bei der Ermittlung der Knicklast von einem ursprünglich vollkommen ge-. 
raden, zentrisch belasteten und aus vollkommen homogenem Material bestehenden Druckstab aus und sucht 
‚die zu einer gedachten oder durch einen vorübergehenden äußeren Eingriff hervorgerufene Ausbiegung ge- 


M 5 
hörende Gleichgewichtsdruckkraft. Es zeigt sich hierbei, daß — unter der Annahme on y” und unter der 


Annahme, daß die Elastizität des Materials unbegrenzt dem Hookschen Gesetz folgt — bei einer bestimmten 
theoretisch genau zu ermittelnden Drucklast, der sogenannten Knicklast, für jeden Druckstab eine unend- 
‚liche Zahl von affinen Gleichgewichtslagen möglich ist. Ist die Gebrauchslast, mit der ein Druckstab belastet 
ist, kleiner als die ‚„‚Knicklast‘‘, so geht ein durch äußeren Eingriff ausgebogener Druckstab wieder in seine 
gerade Anfangslage zurück, ist die Gebrauchslast größer, so vergrößert sich die erteilte Ausbiegsung und der 
Stab knickt aus. Es wird in diesem Zusammenhang gesagt, daß die Knicklast dem „Verzweigungspunkt des 
Gleichgewichts‘ zugeordnet ist. 
Der oben angedeutete Gedankengang führt bei einfachen Knickfällen mit Hilfe einer Differentialgleichung 
zweiten Grades zu einer sehr kurzen und eleganten Ableitung, die jedoch den Nachteil hat, daß sie wenig 
anschaulich ist, da sie dem in der Baupraxis auftretenden mechanischen Vorgang beim Ausknicken eines 
Druckstabes nicht gerecht wird. 

In der Baupraxis haben alle Druckstäbe von vornherein eine, wenn auch noch so kleine, unbeabsichtigte 
Anfangsausbiegung; die Lastaufbringung ist nicht exakt zentrisch, und außerdem ist der Baustoff in bezug 
auf seine Blastizität mit gewissen inneren Ungleichmäßigkeiten behaftet. Alle diese Unregelmäßigkeiten 
‚ sollen im folgenden unter dem Begriff „‚Anfangsexzentrizität‘‘ zusammengefaßt werden. Bereits beim Auf- 
bringen der ersten Belastung, die kleiner als die Knicklast sein soll, entsteht infolge der vorhandenen An- 
fangsexzentrizität ein am Druckstab wirkendes Biegemoment, das eine erste zusätzliche Ausbiegung und 
damit Vergrößerung der Anfangsexzentrizität hervorruft. Dadurch entsteht ein neues Moment, das eine 
weitere Ausbiegung verursacht. Der Vorgang setzt sich fort, bis Gleichgewicht der äußeren und inneren 
Kräfte vorhanden ist oder der Stab bricht. Wie leicht einzusehen, kann bei einem von vornherein exzentrisch 
belasteten Stab die größte Randspannung bereits vor dem Aufbringen der theoretischen Knicklast größer 
werden als die vom Material aufnehmbare Spannungshöchstgrenze. Infolge der „baupraktisch unvermeid- 
baren Außermittigkeit des Kraftangriffs“ ist die sogenannte „Traglast“ eines Druckstabes kleiner als die 
theoretische Knicklast. 3 
‚Für kurze Druckstäbe wird auch ohne das Vorhandensein einer Anfangsexzentrizität die vom Baumaterial 
abhängige Spannungshöchstgrenze bereits vor dem Auftreten der theoretischen Knickspannung über- 
schritten. Aber auch hier tritt infolge von Anfangsexzentrizität eine zusätzliche Vergrößerung der größten 
Randspannung auf. 


In der Baupraxis handelt es sich beim Druckstab nicht so sehr um ein Gleichgewichtsproblem als um ein 
Spannungsproblem. 


!) Ostenfeld, Berechnung von Pfahlrosten. B. u. E. 21 (1922), Heft 1u. 3, 8. 21u. 33. 

2) Nökkentved, Berechnung von Pfahlrosten. Berlin 1928, Wilh. Ernst & Sohn. x 

?) Brennecke-Lohmeyer, Der Grundbau, 6. Aufl., Bd. I, Teill : Baugrund. Berlin 1948, Wilh. Ernst & Sohn. 
Kögler-Scheidig, Baugrund und Bauwerk, 5. Aufl. Berlin 1948, Wilh. Ernst & Sohn. 

4) Engeßer, Die Sicherung offener Brücken gegen Ausknicken. Ztrlbl..d. Bauverwaltung 1884, Heft 40, 
S. 415. - Die Zusatzkräfte und Nebenspannungen eiserner Fachwerkbrücken. Berlin 1892, Jul. Springer. 
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Die hier angedeuteten Gedankengänge und der Zusammenhang zwischen Anfangsexzentrizität, Knicklast 
und Traglast wurden erstmals von Hartmann?) beim ungestützten Stab eingehend dargestellt. WieCh walla 
in den „Erläuterungen zu DIN 4114‘ ausführlich darlegt, wurde in den neuen „Knick- und Beulvor- 
schriften für Stahlbau‘ der Einfluß der „baupraktisch unvermeidbaren Außermittigkeit des Kraftangrifis“ 
bei der Festlegung der Knicksicherheitsfaktoren eingehend berücksichtigt. : 

Da bei Pfahlgründungen unter allen Umständen mit dem Vorhandensein einer Anfangsexzentrizität ge- 
rechnet werden muß, ist es notwendig, ihren Einfluß von vornherein zu berücksichtigen und Klarheit dar- 

über zu schaffen, wie weit die praktische Traglast unter dem Einfluß der Anfangsexzentrizität gegenüber 
der theoretischen Knicklast absinkt. 3 
Bei den folgenden Ableitungen wird daher grundsätzlich von einer vorhandenen Anfangsexzentrizität aus- 

gegangen. Es wird dabei ein einfacher und anschaulicher Weg beschritten, der dem in der Praxis auftreten- 
den mechanischen Vorgang beim Knicken entspricht. 

Um einen klaren Einblick in den Knickvorgang zu bekommen, wird zunächst der nicht quergestützte, an 
Pa Enden gelenkig gelagerte Druckstab mit Anfangsexzentrizität nach der angegebenen Methode unter- 
sucht. ’ \ - h 


B. Knicklast und Endausbiegung beim beiderseits gelenkig gelagerten Stab ohne elastische Querstützung 


Es wird angenommen, daß der Stab bereits vor Aufbringen der Drucklast infolge ungenauer Herstellung 


l 


eine sinusförmige Anfangsausbiegung von der Form und Größe y, = f, : sin — + x habe. 


Der Knickvorgang spielt sich dann folgendermaßen ab: Durch Aufbringen der Drucklast P-entsteht ein 
Biegemoment von der Form und Größe: 


Ben P-fsinZ-®. 
Durch dieses Anfangsmoment entsteht eine erste zusätzliche Ausbiegung. 


Aus dereinfachen Differentialgleichung der Biegelinie y,” = Us erhält man: 


i Yo-/ sn 7x 
\ EJ 


Jo een 

= g FJZRMUT'® 
Infolge dieser ersten zusätzlichen Ausbiegung und der Last P entsteht wieder 
ein neues zusätzliches Moment, M, = P - y,; daraus eine neue Durchbiegung 
usw. Man erhält 


EN m 
»-hly zz), UT? 
Abb. 1. 5 EU NE Te 3 
Allgemein: mh (a) ‚sin ®. 
Für die Gesamtausbiegung ergibt sich folgende unendliche Reihe: 
P-R P-R a PP P-E \n E 
N N 1 | : N an 
See re | ee 3 ) | „|ssin BE 
BER a 
Die Reihe hat endliche Grenzwerte für En < 1. Aus der Konvergenzbedingung ergibt sich die kritische 
Knicklast zu: IR 
» II 
Pe er a) 
Ist die Gebrauchslast ? < Pr, so erhält man eine endliche Ausbiegung von der Form und Größe: 
1 BIT. 1 TU ; 
yzh'— a er ins pn an een nee de (2) 
II ne PR 


Wird die Gebrauchslast gleich oder größer Px, so wird der Endwert der Reihe unendlich, d.h. der Stab 
knickt aus. 

Die theoretische Knicklast, die sich nach (1) bei Vorhandensein einer sinusförmigen Anfangsausbiegung un- 
abhängig von der Größe des Anfangspfeils f, ergibt, ist von gleicher Größe wie die nach der klassischen 
Theorie ermittelte „‚Eulersche Knicklast“. Die Knicklast ergibt sich hier nicht als Gleichgewichtslast am 
Verzweigungspunkt des Gleichgewichts, sondern als Grenzwert aus der Bedingung, daß die Stabausbiegung 
endlich bleiben soll. 


5) Hartmann, Kippung, Knickung, Beulung. Wien 1937, Deuticke. 


Se 
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R% Der Zusammenhang zwischen größter Gebrauchslast, Anfangsausbiegung, Knicklast und größter Rand 


' spannung des Stabes’ergibt sich aus den einfachen Beziehungen: TER RE a 
3 PM ® 
RR ES ee 3) 5 
7 ( & 
M =—=P - ymaza en ne se ee ee (4) S 
. h 
Ymax = fo a (2a) a \ 


- Bei gegebener Anfangsausbiegung f, in Stabmitte muß die Gebrauchslast P so festgelegt werden, daß die 

> größte Randspannung o einen genügenden Sicherheitsabstand von der dem Baustoff eigenen Spannungs- A 
höchstgrenze hat. Die hier auftretenden Gesetzmäßigkeiten werden im Abschnitt D näher behandelt. \ 
- Derselbe Rechnungsgang wie oben läßt sich für jede beliebige Form der Anfangsexzentrizität wiederholen. 
"Dabei ergeben sich allerdings für die aufeinanderfolgenden Ausbiegungen unter Umständen sehr umständ- 
liche Ausdrücke. Durch numerische Auswertung läßt sich jedoch zeigen, daß die aufeinanderfolgenden Aus- 
biegungen unabhängig von der Form der Anfangsausbiegung sehr rasch der reinen Sinusform zustreben und 
praktisch mit dieser identisch werden. Damit läßt sich dann nachweisen, daß die kritische Knicklast 2 
(gewonnen aus der Konvergenzbedingung der Reihe der aufeinanderfolgenden Ausbiegungen) in jedem 4 
. Falle vonder Form und Größe der Anfangsausbiegung unabhängig und beim beiderseits gelenkig : 
. gelagerten Stab gleich der zugehörigen Eulerschen Knicklast ist: i he | 


BEREEEELEEN e So 


SER, 


Diese Aussage gilt auch für den Fall, daß die Anfangsausbiegung durch eine Querbelastung — etwa durch 

Eigengewicht — hervorgerufen ist. ee 

 . Derselbe Beweis läßt sich auch auf mathematischem Wege liefern-für jede beliebige Anfangsexzentrizität, er 

die man durch eine Folge von Sinusfunktionen mit verschiedener Frequenz und Pfeilhöhe ersetzen kann. - 

Die größte Endausbiegung in Stabmitte ist nicht gänzlich unabhängig von der Form der Anfangsausbiegung. 
Sie kann jedoch immer genau genug ; 

x . Ü 1 


‚angeschrieben werden. f, bedeutet hierbei die Anfangsausbiegung in Stabmitte. 2 un 
Indem ungünstigen Fall einer gleichmäßig über die ganze Stablänge verteilten Anfangsexzentrizität ergibt E 
sich bei 10facher theoretischer Knicksicherheit eine um 3% und bei 3facher Knicksicherheit eine um 8%, E 
größere Endausbiegung als bei sinusförmiger Anfangsausbiegung. Da die ‚„baupraktisch unvermeidbare 4 
Außermittigkeit des Kraftangriffs‘‘ meist auf einer rohen Schätzung beruht, ist die Ungenauigkeit der Formel 


(2b) nicht von Bedeutung. e Ä 
€. Knicklast und Endausbiegung beim beiderseits gelenkig gelagerten Druckstab mit elastischer Quer- E 
 stützung längs der ganzen Stabachse x Be 


x "Der Stab habe eine spannungslose sinusförmige Anfangsausbiegung von der Form und Größe Y%=f sin a 
i j “und sei längs der ganzen Stabachse durch elastische Kräfte p=c:b-n gestützt. Hierbei sei: 


c = spezifische Federkonstante = Bettungsziffer (kg/cm?) 
b = Pfahlbreite (cm) s 


sich der Stab — wie in B gezeigt — sinusförmig ausbiegen und ruft damit zu- 
nächst sinusförmige Stützwiderstände hervor. Dadurch kann die erste zusätz- 
Mi liche Ausbiegung nicht die volle Größe erreichen wie beim ungestützten Stab. 


"Infolge einer sinusförmigen Belastung entsteht bei einem beiderseits gelenkig 


gelagerten Stab eine sinusförmige Ausbiegung : 

4 _ mm [ft nano tr 
Ws He 2 ff eei RI 
Mit n 


Pmax sin 8 = cby 


% 
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wird die erste zusätzliche Ausbiegung: 


& gern PR tl cb-yı IE ; ; ER 
Y=h ee ar ; 
. 12 
Y=h E u; ‚sin ==h0-sinZ «x. 
2 
er Belt g zn) 
Auf dieselbe Art erhält man die nte zusätzliche Ausbiegung: 
z 2 un = "sin. w. Be x 
Die Endausbiegung wird: { 
y-hl+0+@+0@ +... Cr +...) sinl:e. 
Aus der Konvergenzbedingung der Reihe © <1l erhält man die kritische Knicklast: ER 
: S B:.J-n2 c*-b BR; 
PR E = = Een (9 


Nimmt man nun an, daß die An- 
fangsexzentrizität des betrachteten 
Knickstabes nicht aus einer einzi- 
gen, sondern aus mehreren sinus- 
förmigen Halbwellen bestehe, so 
tritt auch in diesem Falle durch das 
Aufbringen der Last P eine Ver- N 
größerung der sinusförmigen An- Yo 
fangsexzentrizität ein, wodurch ) 
wiederum sinusförmige Stützwider- t 
stände wachgerufen werden. Bi 
Abb. 3. rein sinusförmiger Anfangsausbie- BL, 

a gung bleibt nach dem Eintreten 
der Belastung die Zahl der sinusförmigen Halbwellen erhalten. Nach derselben Ableitung wie oben ergibt Ar 
sich bei einer Anfangsausbiegung von n sinusförmigen Halbwellen die kritische Knicklast allgemein zu: 


E-J:n2 SONG, DEI c:b 
EC +) De Um 
= 


Die kritische Knicklast setzt sich aus den beiden Teilen ?z und Pg zusammen. Pz stellt den aus der Eigen- 
steifigkeit des Stabes herrührenden und Ps; den durch die elastischen Stützkräfte verursachten Anteil an 
der Gesamtknicklast dar. Pr nimmt mit zunehmender Größe von /, quadratisch ab und Ps; nimmt mit 
wachsendem /, quadratisch zu. Die Gesamtknicklast hat ein eindeutiges Minimum für I, = Igx 


dPyn _ 2:B-Jım2 | 2e:bhr 


Pe, 59 


Pi Da Dr PD ER (da) 


dl, rt Por ne s, ES 
I/B-J 
nun. SERIE E LEE NOTE ON EECHON Oh EN OR oe ee (6) 
Setzt man die kritische Knicklänge l,z in Pr„ ein, so erhält man: 
SEEN DER En 
Prmin =2VE-J-c-b= 2 DE —2= = ok» eltsietne ei lslenele ee ea (7) 


Die Mindestknicklast Prmin ergibt sich unabhängig von der Anzahl der Halbwellen der Anfangsausbiegung 
stets in gleicher Größe, sobald I, —Igk wird. Wie sich aus Gl. (7) ergibt, ist für P;min der aus der Rigensteifig- 
keit des Stabes und der durch den Stützwiderstand verursachte Anteil an der Gesamtknicklast gleich groß. 
In Abb.4 ist für einen Druckstab mit einer sinusförmigen Anfangsausbiegung von 1,2,3 usw. Halb- 
wellen die Knicklast bzw. das Verhältnis Pr/Prmin dargestellt in Abhängigkeit von dem Verhältnis der 
Gesamtstablänge / zur kritischen Knicklänge Ior: . 

- Bei sinusförmiger Anfangsausbiegung in einer Halbwelle stellt sich die Knicklastkurve I ein. Für I = 0 ist 
die Knicklast unendlich groß. Mit zunehmender Stablänge fällt der Wert der Knicklast sehr rasch ab und 
erreicht bei Z= 1,» den Mindestwert Pmin- Bei weiter anwachsender Stablänge nimmt die Knicklast 


| 


infolge des überhandnehmenden Einflusses des Stütz- , Ami 
kmın 


widerstandes rasch wieder zu und kann für 1= o* 
theoretisch den Wert P; = » erreichen. £ 
Bei sinusförmiger Anfangsausbiegung in zwei Halb- 
..wellen zeigt sich ein ganz ähnliches Bild. Auch die 
Kurve II fällt mit wachsender Stablänge zunächst rasch 
ab. Sie erreicht ihren Kleinstwert Pr = Pkmin an der 
Stelle .= 2: I,r und steigt dann wieder an. 
Auch die Kurven für 3 und 4 Halbwellen verlaufen 
ähnlich. Der Kleinstwert sämtlicher Kurven ist unab- 
hängig von der Anzahl der Halbwellen und liegt auf 
der Geraden P/Pkmin = 1. Für verschiedene Halb- 
wellenzahlen liegt der Kleinstwert der Knicklast nach- 
“ einander an den Stellen m=1,m=2,m=3 usw., 
d.h. Pkmin stellt sich jeweils dann ein, wenn die Halb- 
wellenlänge der sinusförmigen Anfangsausbiegung I, 
"gleich der kritischen Knicklänge l,x wird. 
Sämtliche. Kurven I, II, III usw. steigen nach Er- 
reichen des Kleinstwertes wieder an, und für = & 
könnte die Knicklast elastisch gestützter Stäbe theo- 
retisch unendlich groß werden, wenn die Anfangsaus- 
 biegung aus einer endlichen Zahl rein sinusförmiger 
Halbwellen bestünde. Bei Druckstäben der Baupraxis 
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Abb. 4. 1 


liegt jedoch niemals rein sinusförmige Anfangsex- 


zentrizität vor. Die zufällig vorhandene Anfangsexzentrizität hat immer unregelmäßige Gestalt. Es läßt 
sich jedoch jede beliebige Form der Anfangsexzentrizität als Überlagerung einer Summe von Sinuslinien 
verschiedener Frequenz und verschiedener Pfeilhöhe auffassen. 


gt NED ng 
x %=hı sing at fr sin ats sn TH... 


l 
+ hnsin "24 Be Due 
u ‚Unter sinngemäßer Anwendung der Gl. (2) läßt sich für eine solche beliebige Anfangsexzentrizität die End- 
‚ausbiegung anschreiben zu: ne - 
RE 1°; IN-T i 
& = Sl a EEE A (28). 
IE Ers RER ; ; 


ne Dabei bedeutet P die Gebrauchslast, mit der der Stab belastet wird, Se Pkn die einem Stab von der Länge ! 


bei Annahme einer sinusförmigen Anfangsausbiegung vo 
BJ“. 


n n Halbwellen zugeordnete Knicklast 
L} 


Oo 


eb (IN 
ae (=) RS: re VRR (5a) 


- Betrachtet man die obige Summenformel (2a) für die Endausbiegung bei beliebiger Anfangsexzentrizität, _ 


PER Ri: ; } MATT 
Oo 3. ne j —3 Pr ” - 
so zeigt sich, daß diejenige Einzel-Anfangsausbiegung Y%% = fon ' sin 7. vam raschesten gegen unendlich 


. anwächst, für die der Wert Pr zuerst gleich 1 wird. Nach Formel (5a) ergibt sich nun bei gegebener Stab- 


kn 
länge für jede Halbwellenzahl eine eindeutige Knicklast Prn. (Siehe auch Diagramm auf Abb. 4.) Es ist bei- 
spielsweise für 2 = 2 /, die Knicklast mit zunehmender Halbwellenzahl: Pr = 2,13 Prmin; Prs= 1,00 Prmin; 
Pr; = 1,34 Prmin; Prı = 2,13 Prmin usw. Bei gegebener Stablänge und wachsender Gebrauchslast P 


x TR, P ; 
wird derjenige Wert p,_ am ehesten gleich 1, der zu dem kleinsten Wert von Pr„, in obigem Falle also zu 


= IN 
dem Wert Pr,, gehört. Dies bedeutet, daß ein Stab mit beliebiser Anfan, sexzentrizitä | eni 
Wellenzahl ausknickt, der die kleinste mögliche Knicklast BE ist. Er we 
der Größe der Pfeilhöhe fon der sich überlagernden Sinuswellen, da bereits eine ganz geringe Ankheseene 
zität von Bruchteilen von Millimetern genügt, um den Knickvorgang einzuleiten. Ergibt sich die kleinste 
- Knicklast zufällig im Schnittpunkt zweier Knicklastlinien mit um eins verschiedener Frequenz (s. Abb. 4) 
so knickt der Stab mit derjenigen Zahl von Halbwellen aus, der der größere Anfangspfeil zugeordnet ist. 


Für einen Druckstab mit beliebiger Anfangsexzentrizität, die als Überlagerung 


eine Folge von Sinuswellen 


verschiedener Frequenz und Pfeilhöhe gedacht werden kann, ereibt si j isch : 
N 5 MON ‚ ergibt sich die praktische Knickl ae 
in Abb. 4 stark ausgezogenen Knickgirlande. Da der betrachtete Stab an Heiden Enden a En 


sich stets eine ganze Zahl von Halbwellen ausbilden. D 


ie Unstetigkeitsstellen der Knickgirlande entstehen 


dort, wo sich die Wellenzahl bei zunehmender Stablänge um jeweils eine Halbwelle erhöh lb 
der Knickgirlande kann mit guter Annäherung durch die RE P;=P% a ee ni SE UNTEN 


Er 
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it 


er Die hier geschilderten Gesetzmäßigkeiten wurden bereits von Engeßer®) erkannt und durch Versuche be- 
stätigt. a 


Für Pfähle, dieaufihre ganze Länge elastisch quergestütztsind, ergibt sich diebemerkens- 
werte Tatsache, daß bei gegebener elastischer Stützung von einer bestimmten Pfahllänge 
ab, l=l,, =kritische Knicklänge, die Knicklast mit weiter zunehmender Pfahllänge nicht 
mehr abnimmt wie bei freien Druckstäben, sondern praktisch konstant bleibt. ER 
Die größte Randspannung des Druckstabes ergibt sich wiederum aus der Überlagerung der Druck- und 
Biegespannungen. Bei der Ermittlung des für die Biegespannung maßgebenden Momentes ist der ab- 
mindernde Einfluß der quergerichteten Stützkräfte zu berücksichtigen. Es ist 


P Mmax x 
W 
Hat der Stab eine sinusförmige Anfangsexzentrizität von einer Halbwelle, so ist nach Aufbringen der Ge- 
brauchslast das Größtmoment in Wellenmitte: 


1 | 
Mmax=P- Ymax —C:b* (Ymax — frı) — “irnahe rue en dl: SEE (8)- - 
m 


Ymax = hı ———p ES Sr (2a) 


Allgemein ergibt sich für eine beliebige Anfangsausbiegung, die sich aus der Überlagerung einer Folge von 
Sinuslinien verschiedener Frequenz und Pfeilhöhe zusammensetzt, das Moment an beliebiger Stelle ebenfalls 
als eine Überlagerung einer Summe von Sinusfunktionen: 


NT 


S IE ; 
M.= [Pe dm ha: -sın n UNE N Sen Boca euere ee Leere (8a) 


Hierin ist: l= Gesamtstablänge 


n = Halbwellenzahl der betrachteten Binuslinie 
on = Anfangspfeil der betrachteten Sinuslinie 
Yn = Endpfeil der betrachteten Sinuslinie infolge der Belastung durch ? 


1 
Yn = Ion rrr 
Prn 
ET 2 £ 2 
Pın = £ = = Fr — (>) = Knicklast der betrachteten Sinuslinie. 
") 


Wie bereits oben dargelegt wurde, wächst diejenige Sinuswelle am raschesten an, der die kleinste Knicklast 


. Prn zugeordnet ist. Es bildet sich die „typische Knickbiegelinie‘ aus. Wie sich leicht einsehen läßt, wächst 


damit auch das Biegemoment in Wellenmitte dieser typischen Knickbiegelinie am raschesten an. Durch . 
Vergleichsrechnung (s. auch Beispiel 2, Seite 62—64) läßt sich zeigen, daß demgegenüber die den übrigen Sinus- 
wellen zugehörigen Momente meist unbedeutend sind und vernachlässigt werden können. Da die genaue 
Form der Anfangsexzentrizität vielfach unbekannt ist und geschätzt werden muß, genügt es, eine Anfangs- 
exzentrizität im Sinne der typischen Knickbiegelinie anzunehmen, um sich einen Überblick über die Größen- 
ordnung der zu erwartenden größten Randspannungen zu verschaffen. Berücksichtigt man nur das zur typi- 
schen Knickbiegelinie gehörende Moment, so kann man auch im Allgemeinfall wieder die Formeln (8) und 
(2a) verwenden, wenn man in Formel (2a) die kleinste mögliche Knicklast Pr„ und in Formel (8) die der 
kleinsten Knicklast zugeordnete Halbwellenlänge einsetzt. 


D. Einfluß der Anfangsexzentrizität auf die Knicksicherheit 


Errechnet man die größte Randspannung nach der Gleichung o = . + jy; 80 ergibt sich die Sicherheit 


gegen Bruch oder unzulässige Verformung nicht ohne weiteres durch Vergleich von o mit der Spannungs- 
höchstgrenze des Baustoffes, da die Endausbiegung und damit auch das Biegemoment nicht linear mit zu- 
nehmender Last P, sondern rascher anwächst. (Superpositionsgesetz gilt nicht bei wachsendem P?.) Die tat- 
sächliche Sicherheit erhält man nur durch Vergleich der Gebrauchslast P mit der sogenannten Traglast. Die 
Traglast Pr ist dabei diejenige Grenzlast, die ein Druckstab mit einer bestimmten vorgegebenen Anfangs- 
exzentrizität erreichen kann, wenn die größte Randspannung in der meistbeanspruchten Faser gerade an die 


durch das vorliegende Baumaterial gegebene Spannungshöchstgrenze herankommt. Bei Holz und Beton 


6) Engeßer, Versuche und Untersuchungen über den Knickwiderstand des seitlich gestützten Stabes. 
Eisenbau 1918, Heft 2, S. 28. 


; = | Walter, Das Knickproblem bei Spitzenpfählen Er 


ist diese Spannungshöchstgrenze identisch mit der Bruchspannung; bei Stahl ist es die Fließ- bzw. Quetse 
grenze, da bei höherer Beanspruchung unzulässig große Verformungen eintreten. Dabei wird auf Grund de ; 
Versuche des Deutschen Stahlbau-Verbandes’) angenommen, daß die Spannungsdehnungslinie praktisch 
bis an die Fließgrenze dem Hookeschen Gesetz folgt. Für Holz und Beton wird ebenfalls die übliche ver- 
einfachende Annahme gemacht, daß der Elastizitätsmodul bis zur Bruchgrenze konstant Bel. r 
Auf Grund der in den beiden vorausgegangenen Abschnitten entwickelten Beziehungen ist es möglich, den 
gesetzmäßigen Zusammenhang zwischen Anfangsexzentrizität und Traglast herzustellen. 
I = Es sei: 
an }h  Anfangsexzentrizität 
See Kernweite 
Omax — Spannungshöchstgrenze des Baumaterials 
= Fließgrenze bei Stahl 


= Bruchgrenze bei Holz und Beton. 


ir‘ 
B; 
> 
e 
5 
& 


IMERRE, VORIRNATUNEN 


5 Unter Benutzung obiger Ausdrücke und der Gl. (1), (2a), (3) und (4) erhält man die Traglastspannung des 
ungestützten Stabes, das ist die der Traglast zugeordnete mittlere Spannung E & = 


; 07 =; [max + on + e) Venen Fon U + OP Fam om}. er A 
> ar, | \ 
Hierbei ist: oB= ne = Knickspannung nach Euler ! 
BRENE I Knicklänge | Ge 7 
4 i Trägheitsradius FonauEherienge 2 

\ ER 
Die Traglast ist Pr = or‘ F = Traglastspannung mal Stabquerschnitt. E 
Für den elastisch gestützten Stab erhält man unter Benutzung der Gl. (5), (2a), (3) und (8) Be 
\ 1 = 
or = | oma +0 + 02 —V(omax + 0x + &: 0)? — 40%: Omax |. seen 0en 10) © 
N \ Hierbei ist: Br 00 DIES FE E 
ee. a EEE u -g 
\ - Beschränkt man sich auf die Betrachtung derjenigen Fälle, bei denen die Länge des gestützten Stabes gleich < 
oder ein Vielfaches der kritischen Knicklänge u, = y= 3 £ ist, so wird ok=20E a damit: 4 
2 SE = 3 
ı a 
07 = 5 | Omas + 02 (2+ €) —)[emax + 02 (2 + ©) Won" amax. rennen (10a) 
Bei der Berechnung von og ist dann zu beachten, daß . | 
A=93 Ungestützter Stab en nes die kritische Knicklänge Iyk ge-- 3 
Stahl 37 ig 


R R E-n2 Rz a 
£=2 100.000 kg/cm 0E = —5— Ayk= = ideeller Schlankheitsgrad. 
Gr=- 2400 kg/cm? Ay k v ; ER 
Mit Hilfe der Formeln (9) und (10a) wurden die Trag- 
lastspannungen für einen Stahldruckstab mit einer Fließ- 
grenze bei op = 2400 kg/em? und einem Elastizitätsmodul 
von E = 2100000 kg/cem? sowie für einen Betondruck- 
stab mit einer Bruchspannung von op = 300 kg/em? 
und einem Elastizitätsmodul von EZ = 140000 kg/em? 
in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad A bzw. A,x für 
verschiedene Werte e errechnet und inden Abb.5au.5b 
. sowie 6a.u, 6b dargestellt. z 
Die in diesen Abbildungen eingetragenen Kurvenzüge für 
e=0 stellen die theoretisch möglichen Traglastspan- 
nungen unter der Voraussetzung vollkommen gerader und 
zentrisch belasteter Stäbe dar. Die Kurvenzüge 
e=( werden gebildet durch die Knickspan- 
nungshyperbel und durch die Linie der Span- 


20 40 60 80 700 260 AL 


4 "2 7 * £ nr e x 
| f Abb. 5a. Traglastspannung bei verschiedener Anfangsexzentrizität ) Berichte des Ausschusses für Versuche im Stahl- : 
18 in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad. bau, Heft 4. Berlin 1934, Springer-Verlag. 
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nungshöchstgrenze, das ist die Linie der Fließ. 6; kg/cm? 


grenze bei Stahl und der Bruchspannung bei 
Beton. Die den amtlichen Bestimmungen zu- 
grunde liegenden Knicksicherheitszahlen be- 
ziehen sich immer auf den vollkommen ge- 
raden, zentrisch belasteten Stab. 

Die für verschiedene Werte von e dargestell- 
ten Kurvenscharen zeigen eindeutig, daß die 
Traglast in der Praxis sowohl bei ungestütz- 
ten als auch bei gestützten Stäben weitgehend 
von der Größe der Anfangsexzentrizität ab- 
hängt. Dabei ergibt sich die zunächst unver- 
mutete Tatsache, daß der durch die Anfangs- 
exzentrizität verursachte relative Abfall der 
Traglast im Bereich kleiner Knicklängen 
wesentlich größer ist als im Bereich großer 
Knicklängen. 

Im Diagramm des ungestützten Stahlstabes 
(Abb. 5a) wurde außerdem die Linie der 
nach DIN 4114 Entwurf 2’zulässigen Dimen- 
sionierungsspannungen eingetragen. Diese 


AIR 
Elastisch gestützter Stab 


Stahl 37 
E=-2700000 kg/cm® 
6F- 2400 kg/cm? 


Linie der ozu1 entspricht einer 1,7 bis 3fachen 

Sicherheit gegenüber der Fließgrenze und ZU TREIELR 300, TER 
uns mindestens ‚Sfachen Sicherheit gegen- Abb. 5b. Traglastspannung bei verschiedener Anfangsexzentrizität 
über der theoretischen Knickspannung bei in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad. 


'e=(. Eine den gleichen Sicherheitsfaktoren 


entsprechende Linie ozul wurde in das Dia- : 
gramm des gestützten Stabes (Abb.5b) ein- 07 Mg/om 
getragen. An Hand dieser Linien kann die 400 
bei jedem Schlankheitsgrad für die Dimen- 
sionierung zulässige Spannung abgelesen 
werden. Aus der Lage der Dimensionierungs- 
spannungslinien in den Diagrammen ergibt 

sich außerdem, welche Anfangsexzentrizität 

im Höchstfalle vorhanden sein darf, wenn die 

im Druckstab auftretende größte Randdruck- 
spannung die Fließgrenze or = 2400 kg/cm? 
nicht überschreiten soll. 

In den Diagrammen des Betondruckstabes 730 
(Abb.6a u. 6b) wurden Spannungslinien ein- 
getragen, die einer gleichmäßigen 3fachen 
Sicherheit gegenüber der Bruchspannung und 700 
gegenüber der theoretischen Knickspannung 
entsprechen. An Hand dieser Linien kann 
ebenfalls abgelesen werden, in welchem Spiel- 2 
raum sich die Anfangsexzentrizität höchstens # 
bewegen darf, wenn die größte Randspan- 
nung die Bruchspannung nicht überschrei- 


A-68 Ungestützter Stab 
Beton 300 

E-740000 kg/cm? 

09- 300 kg/cm? 


SS 


m —— > 
BIIS> == 
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ten soll. 20 40 60 80 100 200 260 7-2 
In Abb.7 wurden nun die max Anfangs- 
exzentrizitäten aufgetragen, die bei Dimen- Abb. 6a. Traglastspannung bei verschiedener Anfangsexzentrizität 


in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad. 


sionierung gemäß den nach DIN4114 Ent- 
wurf 2 für Stahl vorgesehenen Sicherheits- 
faktoren und bei 3facher Sicherheit gegen Bruch und zentrische Knickung bei Beton 300 im äußersten 
Falle auftreten dürfen, wenn die größte Randspannung an keiner Stelle die Spannungshöchstgrenze, das 
ist die Fließ- bzw, Bruchspannung überschreiten soll. 


EN: ; l 
Die höchstzulässige Anfangsexzentrizität e = h ist dargestellt in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad F= 


k 
beim ungestützten bzw. vom ideellen Schlankheitsgrad /,% = a: beim elastisch gestützten Stab. /,- bedeutet 


hierbei die kritische Knicklänge des gestützten Stabes gemäß Formel (6). Entsprechend den oben ge- 
machten Voraussetzungen beziehen sich die für den gestützten Stab aufgetragenen Kurven auf solche 
Stäbe, deren Länge gleich oder ein ganzzahliges Vielfaches der kritischen Knicklänge /,x ist. Für elastisch 


"gestützte Stäbe mit beliebiger Stablänge kann bei gegebener Dimensionierungsspannung ozul = op die 


höchstzulässige Anfangsexzentrizität e mit Hilfe der Formel (10) berechnet werden. Es ergeben sich hierbei 
jedoch keine grundsätzlich von Abb. 7 abweichenden Ergebnisse. 
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Hastisch gestützter Stab 
Beton 300 
£=140000 kg/cm? 
6g= 300 kg/cm? 


20 40 60- 80 100 


in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad. 
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Abb. 6b. Traglastspannung bei verschiedener Anfangsexzentrizität 


Abb. 7. 


ar. ‚ausgenützt werden kann. 


sitzen des Rohrrandes erfolgt. Wie später gezeig 


sind. Bei Pfahlböcken, deren Pfähle nur mit dem unteren Teil im Boden und mit_dem oberen Teil frei oder 


im Wasser stehen, kann nun auch der Fall des nur teilweise gestützten Druckstabes vorliegen. 


®) Möhler, Tragkraft und Querkraft von Holzdruckstäben. Dissertation, Karlsruhe 1941/42. 


Aus Abb. ergibt sich eindeutig: 
1. Dimensioniert man einen Stahl- oder Betondruckstab 
mit der üblichen Sicherheit, so kann bei Stäben mit großer 
Knicklänge eine relativ große Anfangsexzentrizität zu- 


gelassen werden, die immer größer sein wird, als diedurch 
die Baupraxis bedingten Herstellungsgenauigkeiten. Dies 


gilt sowohl für ungestützte als für gestützte Stäbe. (Möh- 
ler) hat dasselbe für ungestützte Holzstäbe gezeigt.) 


2. Die Abminderung der Tragkraft infolge der Anfangs- SI 


exzentrizität ist vor allem im Bereich kleiner Knicklängen 


gefährlich. 
3. In dem besonders gefährlichen Bereich kleiner Knick- 


längen ist bei elastisch quergestützten Stäben der fürdie 


Anfangsexzentrizität zulässige Spielraum größer als bei 
ungestützten Stäben oder - anders ausgedrückt: _ 


Die Abminderung der Tragkraft infolge unbeab- 
sichtigter Anfangsexzentrizität ist in dem ge- 
fährlichen BereichkleinerKnicklängen 
beielastisch gestützten Stäben kleiner 


or nisist von Bedeutung in bezug auf die An- 
ti wendung auf elastisch gestützte Pfähle. 
Es wird daher vorgeschlagen, bei fabrikmäßig 
hergestellten, geraden, elastisch quergestützten 
Pfählen die Sicherheit im Normalfall genau 
so festzulegen, wie in den bewährten amtlichen Vor- 
schriften für ungestützte Druckstäbe vorgesehen. ist. 


Den in DIN 4114 Entwurf 2 vorgesehenen w-Werten 


entspricht eine 1,7- bis 3fache Sicherheit gegenüber der 
Fließgrenze und. 3fache Sicherheit gegenüber der theo- 
retischen Knickspannung des geraden Stabes ohne An- 
fangsexzentrizität. Bei Beton und Holz ist durchschnitt- 
lich 3-4fache Sicherheit gegenüber der Bruchspannung 
und der theoretischen Knickspannung vorgesehen. Bei 
Verwendung dieser Sicherheitszahlen ist in dem gefähr- 
lichen Bereich kleiner Knicklängen bei gleicher unge- 
wollter Anfangsexzentrizität die tatsächliche Sicherheit 
bei elastisch quergestützten Druckstäben größer als bei 
ungestützten. ® 
An Hand der Formeln (9), (10), (10a) ist es jedoch ohne 
Schwierigkeit möglich, auch bei ausgefallen großer An- 
fangsexzentrizität, wie sie etwa bei krummen Holzpfählen 
auftreten kann, die Traglast zu berechnen und die Ge- 
brauchslast durch Abminderung mit einem angemessenen 
Sicherheitsfaktor festzulegen. 

Es sei in diesem Zusammenhang noch darauf hingewiesen, 
daß für die Größe der Endausbiegung und damit der größ- 
ten Randspannung nicht so sehr die Anfangsexzentrizität 
an den Enden des Druckstabes als diejenige in Wellen- 
mitte maßgebend ist. Bei Hohlpfählen, die ohne Spitze 


eingebracht werden und.die auf Fels aufstehen, wird 


es sich allerdings immer: empfehlen, die Pfähle nach- 
träglich auszubetonieren, damit die Lastübertragung 
einigermaßen zentrisch und nicht durch einseitiges Auf- 


3 i t wird, ist das Ausbetonieren der Hohlrohre auch deshalb 
notwendig, um die Fläche des Pfahlfußes zu vergrößern, da sonst die vom Pfahl aufnehmbare Last nicht 


E. Reehnerische Ermittlung der Knicklast bei teilweise elastisch gestützten Druckstäben 


Die vorausgegangenen Betrachtungen bezogen sich auf gänzlich ungestützte Druckstäbe und auf solche, die 
auf ihre ganze Länge durch kontinuierliche elastische Kräfte mit 


gleichbleibendem Rlastizitätsmaß gestützt 


als beiungestützten. Diese letzte Erkennt- 
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Die Autoren, die sich bish er mit kontinuierlich elastisch gestützten Stäben befaßten - Engeßer®), Zimmer- 


berücksichtigen lediglich die verschiedene Festhaltung der Stabenden. So behandelt Chwalla den 


des Stützwiderstandes innerhalb der Stablänge eine geschlossene mathematische Lösung, bei der sich die 
Knicklast als Funktion des Stützwiderstandes und der Stützlänge ergibt, nicht zu erwarten. 


“kontinuierlich gestützten Stab, bei dem die frei drehbaren Stabenden wahlweise, seitlich unverschieb- 
lieh, seitlich frei und seitlich durch Einzelkräfte elastisch verschieblich festgehalten sind. Er geht dabei ° 
„von der Gleichung. des Gleichgewichts der Kräfte unter Berücksichtigung der durch die Ausbiegung 
des Stabes hervorgerufenen Stützkräfte — einer Differentialgleichung 4ter Ordnung — aus und berück- 
‚sichtigt die verschiedene Lagerung der Stabenden durch die Randbedingungen. Dabei gelingt es ihm, ge-. 
schlossene Lösungskurven zu finden. Für den hier vorliegenden Lastfall ist jedoch wegen der Unstetigkeit 


' "Eine ganze Reihe von Autoren - Zimmermann), Müller-Breslau?), Bleich'%), Schleusner®), - 
. Kriso!®), Lühr!?) - haben sich mit dem punktweise elastisch gestützten Stab befaßt und dafür 
Lösungsmethoden entwickelt. Grundsätzlich kann das Problem des elastisch teilgestützten Stabes mit 
. diesen Methoden behandelt werden, wenn man an Stelle der kontinuierlichen Stützung eine Stützung. 
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 _ mann?), Kayser!%), Chwalla!!) -, betrachten nur den auf seine ganze Länge elastisch gestützten Stab und | 


'in mehreren Einzelpunkten annimmt. Man gewinnt dabei allerdings nur Eirzellösungen, das heißt 


‘es muß für jeden angenommenen Lastfall die gesuchte Knicklast in einem besonderen Rechnungs- 
gang ermittelt werden. Die genannten Verfahren erfordern in jedem Einzelfall eine außerordentlich 
umfangreiche Rechenarbeit und sind in ihrem mathematisch-mechanischen Zusammenhang wenig an- 
°  schaulich. : 


Näherung angewandt. Auch dabei wurden nur Einzellösungen gefunden. Die benutzten Verfahren haben 
‘ jedoch den Vorzug, verhältnismäßig anschaulich zu sein. ; 


Vianello geht bei seinem bekannten Verfahren!®) von der Tatsache aus, daß für den ursprünglich geraden 
Stab im Falle der Grenzbelastung durch die Knicklast neben der geraden Gleichgewichtsform unendlich viele 
 affine ausgebogene Gleichgewichtslagen möglich sind, bei denen Gleichgewicht zwischen den äußeren und 


. inneren Kräften herrscht. Wenn es gelingt, eine ausgebogene Stabform zu finden, die sich bei einer gegebenen 


"Zur Lösung des vorliegenden Problems wurden daher die nachstehend beschriebenen Methoden schrittweiser _ 


äußeren Druckbelastung nicht mehr ändert, so ist die gegebene äußere Last gleich der Knicklast. Für die 


- Ermittlung der Knicklast genügt es bereits, eine solche Form der Ausbiegung zu finden, die bei gegebener 


Belastung eine affine Biegelinie erzeugt. Die Knicklast ergibt sich dann, indem man die zur Ableitung der. 
letzten Biegelinie benutzte Druckkraft im Verhältnis der Größtordinaten oder der Flächeninhalte der beiden 


auseinander abgeleiteten affınen Biegelinien vergrößert bzw. verkleinert. 


- Für die Ermittlung zweier aufeinanderfolgender affıiner Biegelinien benutzte Vianello die von ihm ge- 
fundene Erfahrungstatsache, daß bei Annahme einer ersten Ausbiegung von beliebiger Gestalt die daraus 
wiederholt abgeleiteten aufeinanderfolgenden Biegelinien sich sehr rasch der dem Druckstab zugehörigen 
typischen Knickbiegelinie nähern. 5 


Dieselben Folgerungen, die Vianello aus der Betrachtung der Gleichgewichtsform des ursprünglich ge- \ 
raden Stabes zieht, lassen sich sehr anschaulich für einen Stab mit ganz beliebiger Anfangsexzentrizität. 


. ableiten. 


% Die unendliche Reihe für die. Endausbiegung eines an beiden Enden gelenkig gelagerten Stabes läßt sich 
folgendermaßen anschreiben: 


ee 


9%, Zim mermann, Die Knickfestigkeit des Stabes mitelastischer Querstützung. Berlin1906, Wilh.Ernst &Sohn. 
10) Kayser, Druckgurte offener Brücken. Ztrlbl. d. Bauverwaltung 1909, Heft 6, 52, 94, S. 45, 349, 611.: 
1) Chwalla, Die Stabilität eines elastisch gebetteten Druckstabes. ZAMM 1927, Heft 4, 8.276. — Die 
Seitensteifigkeit offener Parallel- und Trapezträgerbrücken. Bauingenieur 1929, Heft 25, S. 443. 
12\.7 immermann, Die Knickfestigkeit der Druckgurte offener Brücken. Berlin 1910, Wilh. Ernst & Sohn. 
13) Müller-Breslau, Graphische Statik, II. Bd., 2. Teil. Leipzig 1908, Alfred Kröner. 
14) F.u. H. Bleich, Beitrag zur Stabilitätsuntersuchung des punktweise elastisch gestützten Stabes, 
Stahlbau 10 (1937), Heft 3 u. 4, S. 17 u. 28. 
35) Schleusner, Die Stabilität des mehrfeldrigen elastisch gestützten Stabes. Forschungsheft 1 aus-.dem 
Gebiet des Stahlbaues. Berlin 1938, Springer-Verlag. 
16) Kriso, Abhandlungen der I. V.B.H., Bd. III. Zürich 1935; desgleichen Bd. IV. Zürich 1936, Verlag 
Leemann. - Kriso, Ein Rechenschema zur Knickberechnung mehrfeldriger, beliebig gestützter Druckstäbe 
und seine Anwendung auf Zahlenbeispiele. Stahlbau 14 (1941), Heft 25/26, S. 117, u. 15 (1942), Heft 1/3, 
S. 5. 
17) Lühr, Die Knicksicherheit des elastisch gestützten Druckstabes. Dissertation Karlsruhe 1946-1948. 
15) Vianello, Graphische Untersuchung der Knickfestigkeit gerader Stäbe. ZVD11898, Heft 52, 5. 1436. 
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Das von Vianello*) entwickelte Verfahren gilt für ungestützte Stäbe. Es könnte für gestützte und teil- 


kraft P beliebig annehmen, sondern muß diese so festlegen, daß die aufeinanderfolgenden Biegelinien mög- 


ATS, | Walter, Das Knickproblem bei Spitzenpfählen i = 


- Es wurde bereits darauf hingewiesen, daß die aufeinanderfolgenden zusätzlichen Ausbiegungen unabhängig 
von Form und Größe der Anfangsausbiegung rasch einander ähnlich werden und schließlich von einer be 


stimmten Stellen ab praktisch affın sind. Dabei wird dann der Funktionswert fr (7) gleich @n+1 ( 7) = x. x Se 


r Aus den beiden aufeinanderfolgenden Biegelinien Ya 

E Ban x iz IR, PERS a 

5 mrnlg)= (alle) u ml 

erhält man durch Division zweier derselben Abszisse x, zugeordneter Ordinaten E 23 
Pr l 1 = 

RER STR und RE ehe en: 5 Ex a 

a, la 


d.h. die Knicklast Pr erhält man aus der Gebrauchslast P durch Multiplikation mit dem Quotienten deran & 
-derselben Stelle x, entnommenen Ordinaten zweier aufeinanderfolgender Biegelinien. Für den Fall, daß 


Fy ( 7) — Fin 47) ‚stellt P direkt die Knicklast dar. 
\ ; 


gestützte Stäbe in unveränderter Form übernommen werden, wenn es gelänge, die aufeinanderfolgenden 
- Biegelinien unter Berücksichtigung des elastischen Stützwiderstandes einwandfrei zu ermitteln. Das ist jedoch. 
' nicht ohne weiteres möglich, da die genaue Berücksichtigung des Stützwiderstandes die Kenntnis der Form . 

der jeweils resultierenden Biegelinie voraussetzt. Besonders für den Fall, daß die aufeinanderfolgenden Biege-- ; 
_ linien stark voneinander abweichen, gelingt es nicht, den Stützwiderstand mit einfachen Methoden richtigzu 
. erfassen. Man kann daher nicht wie beim Vianelloschen Verfahren die Anfangsausbiegung und die Druck- 


- lichst gleich werden, damit so der Stützwiderstand annähernd richtig berücksichtigt werden kann. Im ein-- & 


zelnen wird dabei wie folgt vorgegangen: Man nimmt eine beliebige Ausbiegung r(7) n und ermittelt \ ; 

‚die durch das Moment aus der Druckkraft nr mal der Ausbiegung F, er) verursachte Biege- 
linie r(7)- - N 
Alsdann wird die Biegelinie fe» 7) infolge der am Stab angreifenden und durch die Ausbiegung F, (7) S 


© 2) # 


 wachgerufenen Stützkräfte festgestellt. 


nV SS 

| ef) | 
: ek 
KArkars 1 
Abb. 8, % ; 


! R N | BI na TE 
Am ae würde nun für die Druckkraft P=a: rn Gleichgewicht herrschen, wenn für jede 


Stelle (7?) die folgende Bedingung erfüllt wäre: 


I 
=) 


*) S. Bemerkung $. 54. 


d.h. wenn die aufeinanderfolgenden Biegelinien Fo 5 und F, es kongruent wären. Für diesen Fall wäre 
“dann die Knicklast l ! 


%, He 
BJ: m (2) BJ: n® 
12 x SEILER 
te(7) 


Nur in den seltensten Fällen, wird es jedoch gelingen F, (7 von vornherein so zu erraten, daß es der typi- 


PR er 


schen Knickbiegelinie entspricht und sich nicht mehr ändert. Es kann jedoch erreicht werden, daß die 


aufeinanderfolgenden Biegelinien F, (7) und F, (7) wenigstens flächengleich werden, wenn 
ı 


[al Pelz) 
felä)e : 


“gesetzt wird. Die drei Flächenintegrale können numerisch ermittelt und damit a und darauf die Biegelinie 


a= 


Fa (7) berechnet werden. Dasselbe Verfahren wird dann mit F, > als Ausgangskurve wiederholt und _ 
x 


daraus die Biegelinie F, (+ entwickelt usw. Es zeigt sich hierbei, daß bei bestimmten Lastfällen die auf- 


) 


- einanderfolgenden Biegelinien Fy, (7) immer ähnlicher und schließlich praktisch kongruent werden. 


Die so durch schrittweise Verbesserung zuletzt erhaltene Biegelinie kann mechanisch als Gleichgewichtsform 
des ursprünglich geraden Stabes unter der Knicklast aufgefaßt werden, oder man betrachtet die beiden 
zuletzt erhaltenen kongruenten Biegelinien als die nte und n + Ite zusätzliche Ausbiegung eines Druck- 


stabes mit beliebiger Anfangsausbiegung 9, (7): Die zu den beiden aufeinanderfolgenden kongruenten 
IR 
a stellt dann die gesuchte Knicklast dar. 


Die Ermittlung der Biegelinien fp (7) und 1eu(7) erfolgte in der vorliegenden Arbeit rechnerisch unter 


Biegelinien zugehörige Last P, = a 


Zuhilfenahme des Rechenschiebers. Die die Biegelinien verursachenden Belastungs- bzw. Momentenlinien 


Walter, Das Knickproblem bei Spitzenpfählen ol 


/ 


wurden dabei wie in der Statik üblich in Lamellen gleicher Streifenbreite zerlegt und die Schwerpunkte 


jeweils in Lamellenmitte angenommen. Die Biegelinien‘F%„ T ergeben sich als Differenz der beiden Biege- 
2 f 


linien « - fp (7) und fed (7)- Da diese besonders bei größer werdendem Stützwiderstand in ihrer Größen- 


ordnung verhältnismäßig wenig voneinander ab- 
weichen, ist das Verfahren sehr empfindlich, und die 
von Vianello vorgeschlagene graphische Ermittlung 
der Biegelinien konnte nicht angewandt werden. Die 
Berechnung der Flächenintegrale erfolgte ebenfalls 
numerisch. 


In dem oben beschriebenen Verfahren wurde der Stütz- 


‚widerstand 02.6 6. 2: n 2% als gegeben angenom- 
; 5 E.J nm: 
men und die zugehörige Knicklast PR =a'— B er Er RE, 2% 
ermittelt. Auf demselben In: En auch bei ge- re ER 
gebener Knicklast P, = a SaB.o: der zugehörige ER x Be 
Br: gefunden werden. Rören I 


Stützwiderstande-b=(- 


7 
Die entsprechende Bedingungsgleichung lautet dann: 


(2) AGP) tell). an. 


4*+ 


ge = 7 und Te (7 2) mi mit c: :6 BER Smilie werden. : 
Nach ‚dem beschriebenen und in Anlehnung an (die Methode von Vianello entwickelten Verfahren : wu 
. nun für einen auf halbe Länge kontinuierlich gestützten Stab die Knicklast ws verschiedene Stützwid 


 stände ermittelt. Für die Stützwiderstände &:b>=:1,°3,26, 10 und 16- 


Hierbei muß dann fp a mit Pi — 98 


re ergaben sich die in Abb. 
er Knickbiegelinien und die dabei eingetragenen Knicklasten. 
| Bei der Ermittlung der Biegelinien wurde jeweils von einer Sinuslinie als. erster "Annahme aus 
‚gegangen. Für kleine Werte des Stützwiderstandes konvergieren die aus der Anfangsannahme hergelei: 
teten Biegelinien sehr rasch. Mit, zunehmendem Wert c:b wurde die Konvergenz jedoch schlechter. Für En: 


.o+b=16 Es näherten die auseinander hergeleiteten -Biegelinien- sich nicht mehr von einer Seite 


her einer bestimmten Grenzlage, sondern pendelten mit kleiner werdenden Ausschlägen um eine Grenz- 
lage hin und her. Da mit abnehmender Konvergenz auch der Rechnungsaufwand unverhältnismäßig au. 


Kat HR: 
wuchs, ‘wurde bei der Berechnung der zu ce b= 16 


er = 
TE = zugehörenden Knicklast das geschilderte er 
‚Verfahren aufgegeben und für größere Werte c - b der im folgenden beschriebene Weg eingeschlagen: Ba; 
Wie die Darstellung der Biegelinien in Abb.9 zeigt, geht mit zunehmendem Stützwiderstand die ursprüng- 
lich sinusförmige Biegelinie immer mehr in eine aus zwei Halbwellen bestehende Knickfigur über, deren 
h Wendepunkt sich von unten her der Bea des Stützwiderstandes nähert. Die Knicklast nimmt dabei z 


und ‚nähert sich dem Wert P. = ei 2 


. Dieser Wert entspricht der Knicklast einer ungestützten 


I 
Halbwelle mit der Wellenlänge = a . Für Pr —=4 Es 
' punkt genau an der Grenze des sktischen Stützwiderstandes liegen. Es ergibt sich dann 
rer die in Abb. 10 dargestellte Knickfigur. Der Wendepunkt 0 ist gleichzeitig der Mo- 
mentennullpunkt, durch den die Stützlinie A-0 des ungestützten Stabteils hindurchge! 
Die Knickbiegelinie des oberen ungestützten Stabteils ist bekannt und wird durch | eine 
Sinuskurve über der Stützlinie A-0 dargestellt. Es handelt sich im folgenden : also nur 
darum, die Knickbiegelinie des unteren gestützten Stabteiles und den zugehörigen Stütz- 
widerstand zu ermitteln. Die Stetigkeit der Biegelinie bei 0 bzw. der tangentiale Anschluß 
des oberen Stabteils an den unteren ist gesichert, da beim ungestützten "Stab jede Sinus- 
linie mit beliebigem Pfeil zusammen mit der Knicklast ein mögliches Gleichgewichts- _ 
system darstellt. . Wenn es also gelingt, für den in Abb. 11 und 12 skizzierten Lastfall eine 
eindeutige Gleichgewichtsfigur zu finden, so kann durch tangentialen Anschluß einer- 
Sinuslinie mit entsprechender Tangente ohne Zwängung. die Kniekbiegelinie des gesamten 
Stabes hergestellt werden. x RN 22: 


Die Biegelinie des unteren gestützten Stabteils wird folgendermaßen gefunden: : RE 


Es en zunächst angenommen, die Biegelinie des gestützten Stabteils sei identisch mit der Geraden 0- Bi ; 
Aus Se Bedingung, daß das Moment aller angreifenden Kräfte um den Punkt B gleich Null sein muß, ie 
Pr: 2 :f—cbZA 1, n:%= 0, ergibt sich ein erster Wert für eb. Damit können die unter Berücksichti- _ 
gung os Stötzwiderstandes am Stab angreifenden Momente und daraus die erste verbesserte Biegelinie 
ermittelt werden. Mit dieser verbesserten Biegelinie wird ein zweiter Wert von c - b ermittelt und die zUu-. 
gehörige neue Biegelinie festgestellt. Das Verfahren wird so lange wiederholt, bis die der Berechnung von Ye 
I © 5 zugrunde, geleate Biegelinie sich nicht mehr ändert. Die Ermittlung der aufeinanderfolgenden Biege- 


‚ linien erfolgte rechnerisch. Dazu wurde der untere Stabteil mit der Länge I, — ©, in 10 gleich große 795 


KR " mellen unterteilt und die Stützkräfte in Lamellenmitte angreifend angenommen. Die 

 aufeinanderfolgenden Biegelinien konvergierten sehr rasch. Es herrschte Gleich- 

gewicht am gestützten Stabteil und damit am ei Stab für , 
E-J«“n2 RN ER 


NEN TEE und ee ea 


nu daher der Wende- 


Zur Kontrolle des Verfahrens wurde die für den gestützten Stab-. 
teil gefundene Biegelinie durch eine tangential anschließende 
Sinuskurve zur Knickbiegelinie des Gesamtstabes ergänzt und 
alsdann mit dem von Vianello hergeleiteten Verfahren über- 
. prüft. Zu diesem Zweck wurde die Biegelinie des Gesamtstabes als 


Anfangsbiegelinie betrachtet und mit der Last Pk =4- a 
7 MP: 
belastet. Für ce -b = 25,6 ji ie sich eine praktisch un 


der Anfangsbiegelinie zusammenfallende neue Biegelinie. 


"Wellen, Das Knickproblem I bei Spitzenpfählen . | f 1 
= Trägt a die ich für einen zur Hälfte Seseatzien Druckstab gewonnenen Beziehungen zwischen Knick-) 
last und Stützwiderstand in einer Kurve auf (s. Abb.18), so zeigt sich, daß die "Knicklastkurve mit 
a . wachsendem ran zunächst rasch ansteigt und a immer flacher verläuft. Für 
Rn} E-.J: E-J: 


eb 26- ze erräicht. die Knicklast den Wert Pr = 4: — Dies stellt gleichzeitig die Rad ER 
it, des ungestützten Stabteils nach dem zweiten Eulerfall dar: PR— u Entsprechend bildet. } 


sich beim Knickvorgang eine aus zwei Halbwellen bestehende Küickbiegelinie mit dem Wendepunkt in 2 AR 


Stabmitte, das ist an der Grenze zwischen gestütztem und ungestütztem Stabteil, aus. Wächst der Stütz- 
widerstand weiter an, so wird die Knicklast langsam weiter zunehmen und dabei der Wendepunkt der 


3 i 
Biegelinie weiter ansteigen. Die größtmögliche Knicklast beträgt Pr = 8 nn für cb = ©.Der Wende- 


: uni liegt dann um 0, 707 R unter dem oberen Lagerpunkt, das ist 0,147 I über Stabmitte. Erforder- 


er lichenfalls kann man hen Zwischenwerte des Stützwiderstandes für Knicklasten zwischen 
2 2 
Ba s ande Re Be 
den Wendepunkt der Knickbiegelinie zwischen Stab- 
‘mitte und der Grenzlage bei cb = © annimmt. 
Das von Vianello hergeleitete Verfahren wurde 
noch für einen auf 70% seiner Gesamtlänge ge- 
' © stützten Stab angewandt und die Knicklasten für 
. . 4 ‚ 
cb=1,4und 8 In ermittelt. Die Ergebnisse 
sind in Abb. 13’eingetragen. 
_  Für.C = 16 ergab sich wiederum schlechte Konver- 
. genz. Das Verfahren wurde daher als zu zeitraubend 
abgebrochen und wiederum versucht, unter Annahme 
eines Wendepunktes an der Grenze des Stützwider- 
 standes die Biegelinie und den zugehörigen Stütz- 
widerstand des gestützten Stabteils für sich zu er- 
mitteln. Die aufeinanderfolgenden Biegelinien kon- 
vergierten jedoch in diesem Falle nicht. Um 'wenig- 
 stens einen Grenzwert für diesen Sonderfall zu 
erhalten, wurde an Stelle des oben und unten gelenkig 
gelagerten Druckstabes das in Abb. 14 dargestellte Abb. 13. 
ungünstige statische Ersatzsystem eingeführt. 


nach dem zuletzt beschriebenen Verfahren zu ermitteln, indem man 


Es ergab sich an dem Ersatzsystem Gleichgewicht und Konvergenz der aufeinanderfol a Biegelinien für 


A ee? Me J'n* 
: ER Bu Be at _ und c- = na 
j Be = 0 .% 


Die Tatsache, daß das nach Vianello benannte Iterationsverfahren auch bei seitlich ungestützten Stäben 
nicht in 1 allen Fällen gleich gut konvergiert, ist bereits von Blumenthal'?) und Schleusner?") festgestellt 
und diskutiert worden; die Ergebnisse ihrer Untersuchungen können sinn- 
gemäß auch auf den vorliegenden Fall übertragen werden. ; 
Beide Verfasser gehen von der Betrachtung aus, daß bei jedem Knickproblem 
eine unendliche Zahl von Eigenfunktionen mit dazugehörigen Eigenwerten 
als Lösungen auftreten und daß man sich jede beliebige Anfangskurve durch 
Überlagerung einer Summe von Eigenfunktionen mit ‚ verschiedener Schwin- 
gungsweite entstanden denken kann. Auf Grund eingehender mathematischer 
Überlegungen kommen Blumenthal und Schleusner übereinstimmend zu 
dem Er: gebnis, daß die notwendige Bedingung für die Brauchbarkeit des Via- 
nelloschen Iterationsverfahrens darin besteht, daß die Anfangskurve bereits 
eine Grundfunktion in Richtung der zum kleinsten positiven Eigenwert ge- 
hörenden Eigenfunktion enthalten und daß die Schwingungsweite dieser 
Grundfunktion genügend groß sein muß, damit das Verfahren rasch zum klein- 
sten Eigenwert hin konvergiert. - Da die Eigenfunktionen eines Druckstabes 
nichts anderes als mögliche "Knickbiegelinien und die Eigenwerte die zugeord- 
neten Knicklasten darstellen, ‘bedeutet dies im Rahmen der in dieser Arbeit 
: verwendeten mehr anschaulichen Ausdrucksweise, daß die zunächst beliebig 
Abb. 14, angenommene Anfangsbiegelinie, die man sich durch Überlagerung einer 


‚ 


1) Aahsnih al, Über die ‚Kuickunz eines Balkens durch Längskräfte. ZAMM 1937, Heft 4, S. 232. 
20) Schleusner, "Zur Konvergenz des Engeßer-Vianello-Verlahrens. Leipzig 1938, B. G.Teubner. 


funktion im Sinne und in Richtung der zur kleinsten Knicklast gehörenden typischen Knickbiegelinie 


F 


Dr ; Walter, Das Knickproblem bei Spitzenpfählen 
Summe möglicher Knickbiegelinien entstanden denken kann, von vornherein eine genügend große Grund 


"besitzen muß. Bei seitlich ungestützten Stäben, die nur an den Endauflagerpunkten gedrückt werden, 
ist der prinzipielle Verlauf der. typischen Knickbiegelinie bekannt und besteht beispielsweise beim 
beiderseits gelenkig gelagerten Stab aus einer konkaven, auf einer Seite der Stabachse verlaufenden Halb- 
welle. In einem solchen Falle ist es leicht möglich, eine einigermaßen richtige Anfangsannahme zu treffen, 
und das Verfahren führt rasch zum Ziel. In allen Fällen, in denen die typische Knickbiegelinie aus zwei 

“ oder mehreren Teilwellen besteht und eine oder mehrere Nullstellen innerhalb der Stabachse besitzt, ist 
die zur kleinsten Knicklast gehörende Biegelinie vielfach nicht ohne weiteres vorauszusehen, und die An- 

nahme einer einfachen und rasch zum Ziele führenden Anfangskurve stößt auf Schwierigkeiten. Man muß 
damit rechnen, daß das Verfahren unter Umständen langsamer konvergiert, wenn es nicht gelingt, von vorn- 
herein eine günstige Anfangsannahme zu treffen. Blumenthal und Schleusner weisen sogar an Hand 
von Beispielen nach, daß in dem besonderen Falle, wenn die Anfangskurve keinerlei Grundfunktion in Rich- 
tung der typischen Knickbiegelinie enthält, sondern lediglich aus einer oder mehreren sich überlagern- 
den Kurven im Sinne und in Richtung von zu höheren Knicklasten gehörenden Biegelinien besteht, das 
Verfahren zu unrichtigen Ergebnissen führen, d.h. zu hohe Knicklasten ergeben kann. Dieser Sonderfall 
ist allerdings bei praktischer Benutzung des Vianello-Verfahrens mehr von theoretischer Bedeutung, denn 

die zu einer höheren Knicklast gehörenden Gleichgewichtslagen sind labil und können sich nur dann ein- 


stellen, wenn sie von keinerlei Störungsfunktion in Richtung der zur kleinsten Knicklast gehörenden Biege- 


biegelinie entsteht, obwohl es auch hier theoretisch möglich sein müßte, daß sich labile Gleichgewichtsformen 


linie überlagert sind. Blumenthalund Schleusner haben.die Gleichgewichtslagen der erwähnten Beispiele 
auf analytischem Wege gefunden und durch diese exakt mathematische Behandlungsweise das Aufreten 
solcher Störungsfunktionen ausgeschlossen. Ermittelt man, wie in der Praxis üblich, die aufeinanderfolgen- 
‘den Biegelinien des Vianello-Verfahrens zeichnerisch oder numerisch, so werden sich solche Störungs- 
funktionen infolge der unvermeidlichen Zeichen- oder Rechenungenauigkeiten von selbst einschleichen. Da 

bereits kleinste Abweichungen imstande sind, labile Gleichgewichtslagen zu stören, ist es auf diese Art 

praktisch nicht möglich, daß sich einer höheren Knicklast zugeordnete instabile Gleichgewichtslagen ein- 
stellen. Dieser Vorgang ist zu vergleichen mit der bei Kniekversuchen gemachten Beobachtung, daß stets 
ohne Rücksicht auf die etwa vorhandene Anfangsausbiegung die zur kleinsten Knicklast gehörende Knick- 


mit höherer Knicklast ausbilden. Diese Beobachtung hat ebenfalls ihren Grund darin, daß bereits ganz 
_ geringe, auch mit optischen Hilfsmitteln nicht feststellbare Abweichungen in Richtung der typischen Knick- 
biegelinie genügen, um den Knickvorgang in dieser Richtung einzuleiten. Selbst wenn man z. B. einen un- 
gestützten beiderseits gelenkig gelagerten Druckstab vorsätzlich im Sinne einer Sinusdoppelwelle verformt 
und anschließend belastet, knickt er nach anfänglicher Vergrößerung der Doppelwelle infolge, der stets 
en überlagerten Störung in Richtung der einfachen Sinuswelle schließlich doch nach einer Seite 
in aus. 
. Aus den dargestellten Gründen ist es praktisch kaum möglich, daß man mit dem Vianello-Verfahren 3 
unrichtige, d. h. zu große Knicklasten erhält. Die Tatsache, daß das Verfahren bei ungünstiger Annahme der 
Ausgangskurve schlecht konvergieren kann, bleibt allerdings bestehen. 3 ? 
Durch die von Blumenthal und Schleusner aufgezeigten Grenzen des Vianelloschen Verfahrens wird 
seine allgemeine Brauchbarkeit zwar zu einem gewissen Grade eingeschränkt, jedoch keineswegs aufgehoben. 
. Es ist hier vor allen Dingen darauf hinzuweisen, daß auch bei allen anderen bisher ausgearbeiteten Verfahren 
zur Lösung von Knickproblemen sich die Schwierigkeiten mehren und vielfach sogar unüberwindlich werden, 
. sobald der Verlauf der Knickbiegelinie von der einfachen konkaven Halbwelle abweicht und verwickelter “ 
wird. Auch bei der Anwendung exakt mathematischer Methoden besteht die Gefahr, daß unter Umständen 
die der kleinsten Knicklast zugeordnete Biegelinie übersehen wird, so macht z. B. Chwalla!!) darauf auf- 
merksam, daß Zimmermann in seiner bedeutenden Arbeit über die ‚„„Knickfestigkeit eines Stabes mit 
elastischer Querstützung‘“”!) eine Schar von Lösungskurven übersehen hat und dadurch in gewissen Wert- 
bereichen der Bettungswiderstände zu unrichtigen Ergebnissen kam. 
So wie auf anderen Gebieten der Statik die Methoden der schrittweisen Näherung insbesondere bei der 
Behandlung verwickelter Probleme große praktische Bedeutung gewinnen konnten und in manchen Fällen 
den exakten Verfahren sogar überlegen sind, hat diese Behandlungsweise auch im Rahmen der vorliegenden 3 
Arbeit ihre Brauchbarkeit erwiesen, Die im folgenden Abschnitt beschriebenen Versuche haben sowohl die 
nach dem erweiterten Vianelloschen Iterationsverfahren als auch die nach den übrigen Näherungsmethoden 
ermittelten Ergebnisse ausgezeichnet bestätigt*). - 


?) Zimmermann, Die Knickfestigkeit eines Stabes mit elastischer Querstützung. Berlin 1906 Wilh.. 
Ernst & Sohn. ee 
*) Bemerkung: Schleusner?®) weist darauf hin, daß der Grundgedanke des im allgemeinen nach Vianello 
benannten und von diesem im Jahre 1898 veröffentlichten Verfahrens bereits 1893 von Engeßer (Über die 
Berechnung auf Knickfestigkeit beanspruchter Stäbe aus Schweiß- und Gußeisen. Z. d. Österr. Ing.- u. 


A h \ A% \ ” > S) .. . . TE 
en Fe ) ausgesprochen wu Schleusner schlägt daher die Benennung: Engeßer-Via nello -. 
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De F. ‚Versuchsmäßige Ermittlung der Knieklast von teilgestützten 
.  Druckstäben 


Um die mit den oben dargestellten Verfahren ermittelten Rechnungs- 
ergebnisse zu überprüfen, wurden im April und Mai 1948 auf Anregung 
der Herren Professoren Schaffhauser und Dr. Steinhardt an der 
Versuchsanstalt für Holz, Stein und Eisen der Technischen Hochschule 
Karlsruhe vom Verfasser Versuche durchgeführt. x 
Zunächst wurde mit Hilfe des historischen Apparates, auf dem Engeßer 
um die Jahrhundertwende seine Untersuchungen an elastisch gestützten 
Stäben durchgeführt hatte®) und der aus den Trümmern der teilweise 
durch Fliegerschaden zerstörten Versuchsanstalt geborgen werden konnte, 
einige Versuche unternommen, deren Ergebnis in der Liste auf Seite 56 
zusammengestellt ist. E H Blattfeder d 
Beim Engeßerapparat wird die elastische Querstützung des Druck- ne VITT 
stabes durch flache, unten eingespannte Blattfedern erreicht. Da der Ab- fr rd NER 
stand des Einspannpunktes von der Stabachse unveränderlich ist und au 
Ar: deshalb die Federkraft nur durch 
ß / u Einsetzen andersartiger Federn variiert werden kann, wurde dieunten 
beschriebene verbesserte Apparatur geschaffen, bei der der Abstand 
zwischen Einspannpunktder Blattfederund Stabachse veränderlichist. 
© An dem Ständer a einer Universalprüfmaschine (Abb. 15) (Fabrikat 
5 Amsler) mit Meßbereichen von 0—-500 und 500-5000 kg wurden die 
er 4 beiden [-Eisen b fest angeklemmt. Auf diesen horizontalen [-Eisendb 
2 ist das [-Eisen c verschieblich angeordnet. An der Kante der [-Schienec 
sind 10 Blattfedern d ebenfalls verschieblieh befestigt. Der Druck- - 
stabe wurde, wie in Abb. 15 skizziert, durch die Blattfedern festgehal-. 
ten. Die kontinuierliche Stützung des Druckstabes ist durch eine 
24 au t B punktweise Stützung in den Mitten der Stabzehntel ersetzt. | 
| An der beschriebenen Apparatur wurden nacheinander drei Druck- 
2 stäbe mit den nachstehenden äußeren Abmessungen untersucht; 
| Stab Nr.3 900x48,5x 2,3 mm 
Stab Nr.4 900x19,6x 2,0 mm 


Stab Nr.5 900 x 51,0x 6,0 mm. ER 


Die Werte 2.J wurden für alle drei Stäbe durch Biegeversuch ermittelt. 

Die verwendetenBlättfedernhatteneinen Querschnitt von 22,5x 2,8mm 
und konnten auf eine größte Einspannlänge von etwa 35cm einge- 

| E stellt werden. Die Versuche wurden so durchgeführt, daß zunächst 
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28 


C=ch/ 7 


26 © Versuchsergesnlsse 
+ Rechnungsergebnisse 


022) 


20 


andDy 


78 


| 
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76 


alle zehn Blattfedern auf gleiche Federlänge eingestellt wurden. Als- 


dann wurde die Elastizität der Federn durch Eichung festgelegt. Un- 
74 


regelmäßiekeiten in der Elastizität der einzelnen Federn, die sch 
durch Abweichungen in der Federstärke um einige hundertstel Milli- SL 
meter ergaben, wurden sorgfältig beseitigt, indem die Stärke der j 
diekeren Federn so lange durch Feilen verringert wurde, bis sämtliche 
Federn bei gleicher Belastung die gleiche Durchbiegung zeigten. Dieser 
Vorgang wurde vor der Ausführung jeder Versuchsserie wiederholt. s 
Die Versuche wurden dann so durchgeführt, daß der jeweilige Ver- Mr 
suchsstab zunächst mit 10 Federn gestützt und die zugehörige Knick- 
last versuchsmäßig ermittelt wurde. Alsdann wurden die Federn nach-* 
einander von oben herunter ausgebaut und die jeweils zugehörige E 
Knicklast bei Stützung mit 9 Federn, 8 Federn usw. gemessen. 


Die Ergebnisse dieser Versuche sind in der Liste auf Seite 57 einge- 2 

tragen und mit den vorliegenden Rechnungsergebnissen verglichen. =, 
Soweit die Rechnungswerte in der Tabelle auf Seite 57 mit einem 
-Zeichen versehen sind, handelt es sich um Rechnungswerte, die 
ni:ht direkt gewonnen, sondern aus der Kurve der aufgetragenen 
ren S Re :hnungswerte entnommen wurden. Der Vergleich ergibt eine außer- 
ad | & ordentlich gute Übereinstimmung der Rechnung mit den Versuchs- 
L ergebnissen. Lediglich bei dem schwachen Druckstab Nr.4, bei dem 
70 08 06 94 02 0 sich nur kleine Drucklasten ergaben, zeigen sich einige Unregelmäßig- 
Abb. 16. keiten, die darauf zurückzuführen sind, daß die kleinen Drücke an 
Knicklasten bei verschiedenem relativen der verwendeten Prüfmaschine nicht mehr genau genug abgelesen 
ade map); werden konnten. In Abb.16 sind die Versuchsergebnisse nochmals 
FE RN j ” kurvenmäßig zusammengestellt. Die Versuchsergebnisse an dem Stab 
Tr VD elenie. ER SUNG, 4, die sich bei einer Stützung mit weniger als fünf Federn ergaben, 
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Jänge elastisch gestützt waren. Auf Grund der guten Übereinstimmung zwischen Versuch und Rechnung ist 


- und unten gelenkig und seitlich unverschieblich gelagert) nicht ausreichend knicksicher waren, sollte ver- 
-  suchsmäßig geklärt werden, inwieweit mit einer eventuellen Einspannung der Pfähle im Pfeilerkopf ge- 
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— 27,6 blieben aus den oben angeführten Gründen bei 


E:J-.n 
14 

der Aufzeichnung der Kurven unberücksichtigt. : 2 } E 
"Die rechnerische Ermittlung der Knicklasten beschränkte sich auf Stäbe, die auf 50 und 70% ihrer Gesamt- _ 


sowie die gesamten Ergebnisse für: c - b 


es ohne weiteres möglich, die gewonnenen Versuchsergebnisse auch bei der Nachprüfung der Knicksicherheit‘ 
von Stäben mit anderen Stützungsverhältnissen zu verwenden. 2 


* 


©. Festhaltung der Pfähle im Pfeilerkopf bei hohen Pfahlböcken Ei 
(Versuche an Pfeilermodellen der Lidingöbrücke, ausgeführt von Grün & Bilfinger AG.) ER ee E 
. Wie eingangs erwähnt, sollten sich unsere Betrachtungen vornehmlich auf die Knicksicherheit der Einzel- 4 


die Versuche bezogen sich alle auf Druckstäbe, die an ihren Enden gelenkig gelagert und gegen seitliche 
"Verschiebung der Stabenden gesichert sind. (Sog. Eulerfall 2.) Es ist nun zu klären, wieweit die letztere 
Voraussetzung bei hohen Pfahlböcken für das obere Pfahlende gegeben ist. 

Zur Klärung dieser Frage können Versuche herangezogen werden, die anläßlich des Baues der Lidingöbrücke 
in Stockholm2?) von der bauausführenden Firma Grün & Bilfinger AG. durchgeführt und in der Habili- 
tationsschrift von Prof. Dr. Berrer*?) beschrieben sind. = 

Bei der Gründung der Lidingöbrücke kamen Pfahlböcke zur Ausführung mit Einzelpfählen, die auf einen - 
"Teil ihrer Länge von plastischem Ton umgeben waren und mit ihren Füßen auf festem Granit aufstanden. 
Die Einzelpfähle waren auf Höhe der Wasserlinie durch Eisenbetonköpfe zusammengefaßt. Da die Pfähle 
‚ohne Berücksichtigung des Stützwiderstandes der Tonschicht bei Berechnung nach dem Eulerfall 2 (oben _ 


 pfähle hoher Pfahlböcke beziehen. Die durchgeführten theoretischen und rechnerischen Ermittlungen sowie # 
u 
£ 


rechnet werden kann. Es wurde eine Anzahl von maßstabgerechten Pfeilermodellen mit verschiedener Pfahl- 
 anordnung und Pfahlzahl aus etwa 1 m langen Stahlrohren hergestellt. Damit wurden zwei Versuchsreihen, 
£% a erste an Pfahlböcken mit 6 und die zweite an solchen mit 8 Pfählen ausgeführt. Die Versuche ergaben 
„Folsendes: Ä ; 
Bei rein senkrechter Belastung des Pfeilerkopfes erfahren alle Pfähle des Pfahlbocks annähernd gleiche 
Belastung und knicken daher geschlossen aus, wobei der Pfeilerkopf eine Drehung ausführt. Bei gleichzeitiger 
: Belastung des Pfeilerkopfes durch Vertikalkräfte, Horizontalkräfte und Momente erfährt ein Pfahl oder eine = 
Pfahlgruppe eine größere Beanspruchung als die übrigen Pfähle; der Zusammenbruch des Pfeilers wird durch 
. das Ausknicken des meistbeanspruchten Pfahles oder der Pfahlgruppe eingeleitet. Die Knicklast des meist- 
beanspruchten Pfahles ist größer als die eines Pfahles in dem gleichmäßig beanspruchten Pfahlbündel 
da der meistbeanspruchte Einzelpfahl durch die übrigen noch nicht ganz ausgenutzten Pfähle eine elastische 
 Einspannung im Pfeilerkopf erfährt. Für die Einzelpfähle ergaben sich folgende Knicklasten: : 
" Bei den Modellen mit 6 Pfählen e 


bei nur senkrechter zentrischer Belastung durch Schneidenlager im Mittel P=1,04 E* = m 
bei nur senkrechter zentrischer Belastung durch Rollenlager im Mittel P.=0,69 IS 
Bar 2 % 
bei zusammengesetzter Belastung Ei Be 1,38 E-J m: | 
eh x \ 5 
Bei den Modellen mit 8 Pfählen en 
- bei nur senkrechter zentrischer Belastung durch Rollenlager im Mittel P=1,15 Be Be 
$ Ri 
bei zusammengesetzter Belastung im-Mittel P'=2 7.08 EJ in 
N 12 . 


‚Die zusammengesetzte Belastung war bei den Versuchen derart bemes: i i 
beanspruchten Pfahles um 50 bis 65%, über der mittleren Pelle ee 

Bei der Bewertung obiger Ergebnisse muß noch berücksichtigt werden, daß die Modellpfähle durch Unter- 
en mit rettet mit m Banzen Fre auf dem Untergrund aufsaßen und dadurch eine teilweise 
Sinspannung erfuhren, die nac ngabe vo R ß j IC ‚39 ü } % 
up SE g n Professor Berrer die Knicklast um rund 28% gegenüber dem 

‚In bezug auf die eingangs dieses Abschnittes gegebene Fragestellung kann ausgesagt werden, daß man sich bei 

der Nachprüfung der Knicksicherheit des meistbeanspruchten Pfahles in einem durch senkrechte und waag- 
rechte Kräfte belasteten Pfahlbock immer auf der sicheren Seite befindet, wenn man nach dem sog.Eulerfall?. 


22) Schaper, Bau der Lidingöbrücke bei Stockholm. Bautechn. 2 1994 Heft 37 42, 4 | 
ao 3 1925), Heft 6, 17 u. 19, $. 59, 226 u. 250. NR ES 
®) Berrer, Belastungsversuche an Modellen der Pfeiler für die Lidingöbrücke. Habilitati i 

suche ausgeführt von Grün & Bilfinger AG.) rn ee Sa 
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Ri hr unter nehm drehbarer, aber gegen seitliche Verschiebung gesicherter Stabenden rechnet. Um die 
- bei 8 und mehr Pfählen in diesem Fall zweifellos vorhandene elastische Einspannung allgemein zu berück- 
sichtigen, müßten noch eingehende Versuche angestellt werden. Pfahlböcke, auf die nur senkrechte Lasten 
durch Rollenlager übertragen werden, sollten aus mindestens 8 oder mehr Pfählen bestehen, damit die seit- 


liche Unverschieblichkeit des Pfeilerkopfes unter dem Lasteintragungspunkt gewährleistet ist und die = 


Berechnung der Knicklast nach Eulerfall 2 erfolgen kann. 


H. Die Bettungsziffer 
Bei der Berechnung der Knicklasten kontinuierlich quergestützter Stäbe wurde in den vorausgegangenen 
Abschnitten die Stützkraft durch den Ausdruck e - b berücksichtigt. Hierbei bedeutet: 

b—= Pfahlbreite (cm) 

c = Bettungsziffer (kg/cm?). 


Die Bettungsziffer wurde erstmals von Zimmermann®*) bei der Berechnung des Gleisoberbaus eingeführt IE 


und späterhin allgemein bei der Berechnung elastisch gelagerter Baukörper verwendet. 
Die Größe der Bettungsziffer ist abhängig von der 

1. spezifischen Pressung unter der Lastfläche 

x Steifezahl des Bodens #5 (kg/cm?) \ 

3. Mächtigkeit der zusammendrückbaren Schichten 

4. Form und Größe der Lastfläche 

5. Art der Druckausbreitung im Erdreich. % 
Diese vielfache Abhängigkeit erschwert die einwandfreie Ermittlung der Bettungsziffer im Einzelfall. Es 
wurde deshalb von Seiten der Erdbaumechaniker?’) 28) verschiedentlich gegen ihre Verwendung Stellung 


genommen. Wenn man jedoch einen mathematischen Zusammenhang zwischen Kraftwirkung und Ein- 


senkung oder, wie im Falle der vorliegenden Arbeit, zwischen der seitlichen Ausbiegung des gedrückten 
Pfahls und den dadurch wachgerufenen Erdstützkräften herstellen will, ist die Verwendung der Bettungs- 
ziffer nicht zu umgehen). 

Auf Grund der klassischen Grundgleichung von Boussinesq, die von der Annahme unbegrenzter seitlicher 


Spannungsausbreitung im elastisch isotr open Halbraum ausgeht, hat Steinbrenner?) 26), geschlossene For- 


meln zur Berechnung der Setzungen unter rechteckigen, schlaffen Lastplatten aufgestellt. Darnach ergibt 
sich z. B. bei Annahme unendlicher Ausdehnung der zusammendrückbaren Bodenschichten und einer Pois- 


sonschen Querdehnungsziffer von m = 3,33 in der Mitte einer Lastplatte vom Seitenverhältnisb:@a=1; 10 3 2 


eine Setzung von s = 2,32 b . Hierin bedeutet 
B 


9, = spezifische Bodenpressung (kg/cm?) x 
Ep = Steifezahl des Bodens (kg/cm?). n 


Durch Umrechnung erhält man die Bettungsziffer: 


An den Rändern und in der Mitte einer schlaffen Lastplatte mit dem Seitenverhältnis b:a = 1: 50 erhält 
man bei einer Mächtigkeit der zusammendrückbaren Schicht von 50 b und sonst gleichen Annahmen wie 
oben die in Abb. 17 eingetragenen Setzungen. Unter Annahme allseitiger parabolischer Krümmung der 
Po 


Setzungsfläche ergibt sich eine mittlere Setzung von rund s = 2,22 b D5 und daraus 


c:b= 0,45 Ep. 


#4) Zimmermann, Die Berechnung des Eisenbahnoberbaues, 2. Aufl. Berlin 1930, Wilh. Ernst & Sohn. 
3) Kögler- Scheidig, Baugrund und Bauwerk, 5. Aufl. Berlin 1948, Wilh. Ernst & Sohn. 

2) Steinbrenner, Tafeln zur Setzungsberechnung. Straße 1934, Heft 4, 8.121. 

22) Sturzenegger, ] Maste und Türme in Stahl. Berlin 1929, Wilh. Ernst & Sohn. f 

%3) Loos u. Breth, Die Berechnung elastisch gebetteter Balken und Platten. (Bautechnische Hefte der 
Bau- und Ingenieurschule Bremen, Heft 3.) Bremen-Horn 1948, W. Doorn G.m.b.H. 
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Nach Kögler®) ergibt sich unter Annahme gradliniger Druckausbreitung unter 48° (einfache Annahme 
‚eine unendlich lange Streifenfläche mit einer Breite b und für eine zusammendrückbare Bodenschicht 
der Mächtigkeit 20 b: ; - : a 


S VABEE h ES EN 


\ 


Er ch = 0,54 Hp, 
und unter denselben Annahmen für eine zusammendrückbare Bodenschicht von der Mächtigkeit 506: 


SH 


cb = 0,43: Ep. A 


drückung des Bodens bis auf eine Entfernung von der 20- oder 50fachen Pfahlbreite oder gar noch weiter 
“ 'erstreeken wird. Die so unter Berücksichtigung der Pfahlbreite und der Steifezahl ermittelten Bettungs- 
 ziffern liegen jedenfalls erheblich unter den anderwärts im Schrifttum??) genannten ‚Werten, so daß man 
sich bei ihrer Verwendung — unter der Voraussetzung, daß die Steifezahl des Bodens richtig ermittelt 
wurde - auf der sicheren Seite befinden wird. . ENTE 


x 


‚Die Bettungsziffer kann gegebenenfalls auch mit Hilfe des von Kögler®) entwickelten Seitendruck- 
‚apparates unmittelbar für in verschiedener Tiefe liegende Bodenschichten gemessen werden. Be 


In der vorliegenden Arbeit wurde durchweg gerechnet mit einer Bettungsziffer c = 0,43 . wobei Ep = 


Ts 


DEE dit RER, % ae; : \ a x 
als konstant für die Gesamtstärke der den Pfahl umhüllenden zusammendrückbaren Bodenschichten ange- 
nommen wurde. Diese Annahme wird bei oft mit beträchtlicher Länge im Boden stehenden Pfählen wegen - 
der Ungleichheit der Bodenschichten nur selten erfüllt sein. Außerdem ist die Steifezahl auch bei vollständig 
homogenen Böden nicht konstant, wie die Gleichungen von Boussinesq, Steinbrenner und Kögler 
sraussetzen, sondern abhängig von der spezifischen Pressung des. Bodens. Infolge der stets wellenförmigen® 
nickbiegelinie treten längs der Pfahlachse verschieden große seitliche Pressungen auf, so daß auch aus 
diesem Grunde die Annahme konstanter Bettungsziffer nicht streng erfüllt wird. Die getroffene verein- Er: 
fachende Annahme bedingt aber, wie leicht einzusehen ist, daß die im Bereich der größten Ausbiegung der 
Knickbiegelinie angenommene Bettungsziffer von entscheidendem Einfluß auf die Größe der Knicklast ist. 
ie im Abschnitt E dargestellten Verfahren zur Ermittlung der Knicklast teilgestützter Stäbe erlauben 
‚allerdings auch die Berücksichtigung mit der Tiefe veränderlicher Steifezahlen bzw. Bettungsziffern. Wie 

jedoch im nächsten Abschnitt gezeigt wird, genügen durchweg bereits sehr geringe elastische Widerstände, : 


1a 
BD 
ER 
en 


führt. Alssölcher kannderinder vorliegen- 


i i den Arbeit verwendete Wert ce 0,43 EB; 3 ER 


Er raplE 


betrachtet werden. Kr 


-L 
u ra N 
N J. Anwendung und Beispiele 
12.012 ! Fe 
In den Abb. 18 u. 19 sind auf Grundder 
— elle durchgeführten Rechnungen und Versuche 
| die Knicklastkurven für quergestützte 
14-0517 en Druckstäbe mit verschiedener Stützlänge Ric 
in Abhängigkeit von dem relativen Stütz- 
| | widerstand © = c:b/ a aufgetra- 
gen. Aus diesen Diagrammen können z nn 
i DT ohne. Rechnungen die Knicklasten für 
# red TE die weitaus meisten Fälle der Baupraxis 
RE 15 2 25 entnommen werden. Um den Gebrauch 


der Kurven auch ohne eingehende Kennt- 
Abb. 18. Knicklasten teilgestützter Druckstäbe von verschiedener Stütz- nis der ‘vorauseesangenen Erörterunsen 
” } BER N u > - L eTL I, 
länge lg in Abhängigkeit von dem relativen Stützwiderstand En ermöglichen, ind 08 Folgenden de n 

A y 0 d - ” & j er .. ba „= 
PER RR diesen Diagrammen aufgeführten Bezeich- 
ER nungen nochmals festgelegt. 5 


Zip a 


; K hi problem bei: en zenpfählen 


= = Knieklast a or Gerade, entrisch“ p 
. belasteten Stabes bei gelenkiger, seitlich un- 

.  verschieblicher Lagerung der Stabenden (ke) 

= Rlastizitätsmodul des Pfahlbaustoffes(kg/em?) 

= kleinstes Trägheitsmoment des Pfahles (cm?) 

— Pfahllänge (cm) 

= Länge des gestützten Pfahlteils (em) 2% 

= (0,8 1 heißt: Stab ist auf os seiner Länge 
elastisch gestützt 


a > Bettungszifler (kg/em?) 
b = Pfahlbreite (cm) ; | 
" c:b=0,43 Ep (nach Steinbrenner) (kg/cm?) u A - 
BR — Steifezahl des Erdreichs (kg/cem?). i va 
Beispiele: .. |. J i 
er - 1. Mindestknicklast von Pählen, die auf ihre ganze 
 - Länge elastisch gestützt sind i 1 


, e 0 50 700 
: FUER ein ksvollen Üb blick über die kleinst ; var WER 
K ee. Hauf q ten ti ar fe Abb.19,KnicklastenteilgestützterDruckstäbe von verschiedener, 

nicklast von durchlaufend elastisch gestützten Stützlänge /, in Abhängigkeit u dem rele ativen Stützwider- 


. Pfählen zu geben, sind im folgenden die Mindestknick- Je mi 
stand CO = c-b | ——— 


lasten von drei verschiedenen. Pfählen zusammenge- ı* 
stellt und die zugehörigen kritischen Knicklängenein- RAR 
en, NE Mindestknicklast nach (7) Pr = 2YE:JI:c zB 


LEER 


kritische Knicklänge nach (6) I, k g: a 


De Ausdruck „Mindestknicklast‘ besagt: Sind die Pfähle kürzer, als die kritische Kirckiäciga ee so. 
ist ihre Knicklast größer als in der Tabelle angegeben, sind sie länger, so ist ihre Knicklast mindestens ‚so s 
„groß, wie in der Tabelle eingetragen. CR ” 


Stahlbetonpfahl Abb. 21. SH 


Pfahl 1:Stahlrohrpfahl 
= Öö __Stahlrohrpfahl Abb. 20. 
Außendurchmesser b = 41,8 cm 
Wandstärke °=1,2.cm 


Elastizitätsmodul EZ = 2100000 kg/cm? 
Trägheitsmoment J = 31564 cm? 


Seitenlänge b=40 cm Te 
Bewehrung Fa= 3%), 48 em® e 
Elastizitätsmoduldes ? 
Bewehrungsstahls Zr= 2100 000 Kefemt 
Elastizitätsmodul 

des Betons = = 140000 kg/cm® 
Ideelles Trägheits- 

moment Ji = 328533. cmt = 


Pfahl 3 
Stahlbetonpfahl Abb. 22. 


Seitenlänge 5 b=30cm 


en. 
4 
z 
4 
2 
2 
2 
2 
Ai 
2 
% 
g 
2 
# 
£ 


” A 
ee) ER Bewehrung R= 30), = 27cm? ö Re, 
ee Elastizitätsmodul des Betons Z = 140000 kg/cm? ;: 
$,: u Ideelles Trägheitsmoment Ji = 97000 cm ji 
” 14 
7 ® 


c-b = 0,43 Eg (nach Steinbrenner) 


eugaahl . Pfahl 1 Pfahl 2 Pfahl 3 
des Bodens 
5 (ke/em2) | Prmin (t) | /ge (m) | Prmin (t) | Zorn) | Prmin | Tem) 
x | 
Ole 239 1:93,50 199 | 21,40 108 15,80 
1 338 | 19,70 281 | 18,00 . 153 13,20 N; 
2 477 |. 16,60 398 | 15,10 216 11,10 ee 
3 584 | 15,00 488 | 13,60 264 10,10 N 
4 675 | 13,90 562 | 12,70 306 9,40 ER 
5 754 | 13,20 ..630 | 12,00 342 8,85 ER 
6 827 | 12,60 690 | 11,50 374 8,50 B 
8 954 | 11,70 796 | 10,70 432 7,90 n 
10 1070 | 11,10 890 | 10,10 484 7,45 si 
20 1510 9,30 1258 8,50 684 6,25 £ 
50. 2390 7,40 1990 6,75 1080 5,00 : 
100 3380 6,25 2810 5,70 1530 4,20 
200 4770 5,25 3980 4,80 2160 |: 3,50 
E- 500 7540 4,15 6300 3,80 3420 2,80 
| 1000 10700 3,50 8900 3,20 4840 2,35 
g 2000 15100 2,95 12580 2,7 6840 2,00 


be 
MER > 
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Die Mindestknicklast wächst mit wachsender Steifezahl des stützenden Erdreichssehrraschan. Nimmtman _ 
an, daß der Hohlpfahl.1 ohne Spitze gerammt und nach dem Rammen ausgeräumt und ausbetoniert sei und 
daß die Betonpfähle 2 und 3 mit der ganzen Fußfläche aufstehen, so ergeben sich, wenn man !/‚der Mindest- 
knicklasten bei Eg = 2 kg/cm? als Gebrauchslast zuläßt, unter den Pfahlspitzen die folgenden Spannungen 


er Pehlttre En = 96 kojome 4 
Pfahl 2. o = — 60 kg/cm? l | 3 
16 
Piahl3 0-30. en Bü kefemii 


Ep = 2 kg/em? entspricht nach Kögler-Scheidig??) etwa der mittleren Steifezahl von Torf. Für Schlick 
- gibt derselbe Verfasser Steifezahlen zwischen 5 und 30 kg/cm? an. Bu 
Es zeigt sich, daß bei Spitzenpfählen, die auf ihre ganze Länge elastisch gestützt sind, auch beisehr weichen 

' Bodenarten nicht die Knicksicherheit, sondern die Spannung unter der Pfahlspitze für die Standsicherheit 
maßgebend ist. 


. 2. Knieksicherheit der Stahlrohrpfähle bei dem geplanten Widerlager einer Straßenbrücke über den 
unteren Bug 15 f 
Die im Jahre 1943 in Bau genommene Straßenbrücke über den Bug bei Nikolajew stellt ein interessantes. 
 » Gründungsproblem dar, da der tragende Baugrund etwa 30 m unter dem Wasserspiegel lag. Die den tragen- 
- den Baugrund überlagernden Faulschlammschichten waren für die Aufnahme senkrechter Bauwerkslasten 
ungeeignet. Deshalb sollten Pfeiler und Widerlager mit Pfahlböcken aus Stahlrohrpfählen gegründet werden. 
Der im nächsten Abschnitt auf Knicksicherheit berechnete Flußpfeiler wurde ausgeführt. Das hier berechnete 
- Landwiderlager kam wegen der Kriegsereignisse nicht über die Planung’ hinaus. i @ 
Die Pfähle des Widerlagers sollten mit einer kleinen Landramme in mehreren Teilstücken gerammtundunter 
. der Ramme aufgeschweißt werden. Da hierbei infolge ungenauen Zusammensetzens der Einzelteile eventuell 
mit größeren Anfangsexzentrizitäten gerechnet werden muß, soll ihr Einfluß auf die Tragkraft untersucht 

' werden. £ { ee 
a) Knicksicherheit ohne Berücksichtigung der Anfangsexzentrizität. Be 
. (Theoretische Knicksicherheit des geraden zentrisch belasteten Pfahles.) _ = ir A 


9 Maximale Pfahllast infolge senkrechter und waagrechter Lasten P = 87t. Be 
 Pfahlabmessungen: i et u 


; * 
i ERS eh RR R 
h FA > Ent Ze 


 ..  Außendurchmesser b =41,8cm a he 
Wandstärke Be le che il 
Stahlrohrquerschnitt 7° = 153 cm? TS TMNTTEN 
 Blastizitätsmodul HE = 2100000 kg/em? Sand N 
.  Trägheitsmoment J =:31564 em 
Widerstandsmoment W = 1519. cm? 
- ‚ Trägheitsradius i =144cm : 
Kernweite k = 99cm Bi 
-  Fußfläche des Pfahles Fp= 1380 cm? Faulschlamm = 
 Pfahllänge 1 = 3000.cm £g= 2-200kgjem? 3 


 gestützte Pfahllänge I, = 3000 em 
Steifezahl des Faul- 

schlamms nach Messung 

an ungestörten Boden- 


S proben Ep = 2-200 kg/em? 

“ Im folgenden soll bei der Ermittlung der Knicklast nur die kleinste RN 
. gemessene Steifezahl des Faulschlamms berücksichtigt werden. Kalkfels , 
Nach Tabelle auf Seite 61 beträgt die Mindestknicklast 
Abb. 23. 
Be { y Pkmin —= 477. * Ya 
"Unter Benutzung der Kurven der Abb. 18 erhält man: j 
DEU BR : F 
— a = 72700 kg (= Eulerlast ohne Stützung). (Pfahl ist ohne Stützung nicht knicksicher.) Br 
0b = 0,43 Ep = 0,43. 2 = 0,86 kg/cm? (nach Steinbrenner) ) Bi 
BJ nt j oo 

TR 0,080 kg/cm? R 

A : 

Dez 


a = 108, 


= Pr Ex wer Mr F 
Der ax ; i > e „ 5 


r 
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Aus der Kurventafel Abb. 18: 
yi E a ‘ mi 
Pr z T = 480t. 


Bei Berechnung nach Formel (5) bzw. (5a) erhält man für eine Halbwelle mitn=1 


® TEE E ; 
Be = er Sr 1 = 72700 + 784000 = 856700 kg, 


für zwei Halbwellen mit n = 2 
ae ee belz 
a SY = 


Prs 290800 + 196000 — 486800 ke. 


R a i 

Sicherheit gegenüber der theoretischen Knicklast des geraden zentrisch belasteten h 
‘Stabes: / £ 
„486800. _ 5,6. R 


87000 


b) Spannungen und Sicherheit bei Berücksichtigung von Anfangsexzentrizität. 


Der Pfahl will, wie gezeigt wurde, in 2Halbwellen ausknicken. Als ungünstigste Form ab ai 
der Anfangsexzentrizität wird daher eine Anfangsexzentrizität, bestehend aus 2 Sinus- 
halbwellen mit l5cm Pfeilhöhe angenommen (Abb. 24). 


ed a A a 


Nach Formel (8) ist sinngemäß: ( 1 } 


Mwsx=P: Ymax —C° b (Ymax —f)) ale 


Nach (2a) ist  Ynak = fh = soon — 18,3 cm 
1 


; lee Pr 486800 Ir 

1500? a 

° 2 = 1590000 — 647000 = 943000 kg/em: 1, 
T7T 


M max = 87000 x 18,3 — 0,86 x (18,3 — 15,0) 


Damit wird die größte Randspannung: 
PM 870000 943000 


PERRBERRERHBAERENG "N. 


— — = == 2 2, 2 
a; 153 + 1510 568 + 624 = 1192 kg/cm er 
N Traglast bei Annahme einer doppelsinusförmigen Anfangsausbiegung wie oben: 7 BE : 
h (10 i 1 N 
Nac ( ) T = 5 [| Omax E= Ok + SION \ (Omax 5 Ok n= € 08)? A: 07 nz] Ä ce En R 2% 
Omax — Fließgrenze = 2400 kg/cm?; 0% = og + os: = 1920 + 1280 = 3200 kg/cm? I 
E:n2 2100000 : n2 % s 
65 = Knickspannung nach Euler = = = a = 1920 kg/cm? BE 
l A 
"9::2.1800 
ee 
b | = 
© * . in 
5) 0,86 1500? ä 
ost =. F a 15 1280 kg/cm 
LEE 
ee = ET 90° —=-Y.52 
oT = z [2400 + 3200 + 1,52 - 1920 — y(2400 + 3200 + 1,52 - 1920)? — 4 » 3200 - 2400] 


or = 1020 kg/cm? 
Traglast Pr = 153 - 1020 = 156.000 ke. 


Sicherheit gegenüber der Fließgrenze bei doppelsinusförmiger Anfangsausbiegung von max 15 cm: 


156.000 
| ABIT 
Im Stahlbau ist eine 1,5-1,7fache Sicherheit gegenüber der Fließgrenze üblich. (Bei sorgfältiger Herstellung, 
kann Anfangsexzentrizität von 15 cm mit Sicherheit vermieden werden.) 


L a. y 


soll noch der Einfluß e einer Anfang gsexzentrizität 
sucht ar (s. Abb. 25). N A \ 


rel \ 


r > S E 2 we Rs Kl Er 
Minax = P ng = 0: (Ymax — 


Be $: Pr. 2, 836700; 
= DE eg 


In die Formel für Ymax ist die Knicklast einzusetzen, die sich. bei Ausknicken in 2 
x Welle ergibt. : N { Di ae # g 


Maas = 87000 x 22,2 — 0, 86: 2 == 1930000 - _ 1720000 = 210000 ig: cm, 


Meinen? i im Slaviertel M e = 210000 - sin 145° = 149 000 _ ‘cm. 
i > $ ; ; 4 Er 


M max {3 210 000 
w 7150 


Zusatzspannung in Stabmitte Aomaz = 


4 
D 


149000 _ 
15100 


i lichen Dieb inmenken sind ganz wesentlich geringer Se bei ee Anlengsese 
mit nur 15 em Pfeilhöhe. ‚Nur die ‚Anfangsexzentrizität im Sinne der dem Se BE 


npressung uch dem Pfahlfuß der ubillonioriah Behr 


87000 


} } 
ö \ N 


sicherheit der Suhl ihle der Flußpfeiler einer "Straßenbrücke über den unteren B 


ER hr: essungen Belastral wie in Beil 2. sa 
Pfahl ist auf Bar seiner Länge durch ee gestützt, = 0,81. 


7% 
727008 
= 0, 43:.2= ‚0 ‚s6 ie/om® 
AUT ‚080 fee ; 


Kalkfels _ 
Abb. 26. 
ne ein können nur a wenn der Pfahl ı von vornherein eine Anf | 
» angs %z nt ; 

besitzt. Die Pfähle der Flußpfeiler wurden auf ihre ganze Länge auf dem Werkplatz ee 
"und waren sehr gerade. Es wird jedoch angenommen, daß der | betrachtete Pfahl eine Anfangsexzent: 

im Sinne IR ee a Knickbiegelinie "habe. Die Anfangsexzentrizität in Höhe Flußsohl 
. im ungünstigsten Falle f = 10 em. Unter Einwirkung der Belastun, erhält man b 

meer Formel (2a) eine Gesamtausbiegung von 5 , ae FR 


ii 
el > 


Nach ausgeführten Untersuchungen lag die a des Faulschlamms bei UnEeDind LE Seiten- 


B=J:72 140000 - 4459072 - n2 


Walter, Das Knickproblem bei Spitzenpfählen ge 
Zusätzliche Ausbiegung , : 
= : Bere 
seitliche Bodenpressung 
: .2,3 = 0,047 kg/em?. 


wusdehnung zwischen 0,12 und 2,3 kg/cm?. = 


Knicksicherheit der Eisenbötonpfähle der Pfeiler der Lidingöbrücke (ausgeführt von Grün & Bil- 
iger AG). 


Bei der in den Jahren 1922-1924 erbauten Lidingöbrücke über einen Meeresarm bei Stockholm liegen an dem 
ungünstigst beanspruchten Pfeiler folgende Verhältnisse vor. 


P2RBSt 


Größte Pfahllast aus Vertikallasten und Seitenkräften. 


P = 273,5t. 

Pfahlabmessungen: = 
Außendurchmesser b =93cm R 
Bewehrung Fr=149 23 = 58cm? ER 
Rohrquerschnittsläcke F_ = 6793 cm? A; 
ideelles Trägheitsmoment J; = 4459072 cem4 Ri 
Elastizitätsmodul des en 

Betons E = 140000 kg/cm? % 
Pfahllänge li = 4300cm 
gestützte Pfahllänge l, = 2530 cm — 0,61 % 


— 334000 kg. 


ERS 43002 


(Knicksicherheit ohne Stützung ee = 1,22 = unzureichend). 


Bettungsziffer. 


Die die Pfähle umgebende Tonschicht ist sehr gleichmäßig. Gemessene „.L- 

Steifezahlen liegen nicht vor. Die Konsistenz des Toons befindet sich etwa ; 

an der Grenze zwischen dem weich- und dem steifplastischen Bereich. Granit 

Nach Kögler-Scheidig??) ist für weichplastischen Ton Abb. 27. 
Ep = 15-40 kg/em?, 


für steifplastischen Ton 
Ep = 40-80 kg/cm? 


E-J nA 


a 0,178 kg/cm?. c:b= (0,43: E75 (nach Steinbrenner). 


_ Nach Kurventafel Abb. 19 ergibt sich für verschiedene Steifezahlen: 


5,4. 334 = 1800 


6,8 . 334 —= 2270 
7,3. 334 —= 2440 


Die verwendeten Pfähle waren sehr gerade. Die vorhandene Knicksicherheit ist daher in jedem Falle mehr 
"als ausreichend. 
Die Pfähle wurden als Hohlpfähle gerammt und nachträglich ausgeräumt und ausbetoniert. Die größte 
Spannung unter dem Pfahlfuß beträgt: ER 

5 


[ Au = 2! 
er Um 40 kg/cm?! 


Bautechn.-Archiv H.6 6 
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Schlußbetrachtung 


In der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, daß die Knicksicherheit von Spitzenpfählen bereits durch 
geringfügige Erdwiderstände ganz wesentlich erhöht werden kann. Wie die durchgerechneten Beispiele 
zeigen, besteht bei Pfählen, die auf ihre ganze Länge im Boden stehen, auch bei ausgefallen weichen Böden 
im Normalfall keine Knickgefahr. Nur wenn die verwendeten Pfähle besonders stark von der geraden Achs- 
form abweichen und außerdem in sehr nachgiebigem Boden stehen, ist unter Umständen eine Nachprüfung 
der Knicksicherheit unter Berücksichtigung der Anfangsexzentrizität erforderlich. Bei gerader Achsform 
wird die Tragkraft der Pfähle nicht durch die Knicksicherheit, sondern durch die Standsicherheit der Pfahl- 
spitze auf dem tragenden Baugrund bedingt. 

Bei Pfählen, die nur teilweise im Boden stehen, ist die Knicklast weitgehend von der Länge des freistehenden 
Pfahlteils abhängig. Auch bei teilgestützten Pfählen wird die Knicksicherheit durch die seitliche Stützung‘ 
des im Boden stehenden Pfahlteils stark heraufgesetzt. Bei den beiden hier durchgerechneten Beispielen, die 
der Praxis entnommen sind, war auch in diesen Fällen die Tragkraft der Pfähle vor allem durch die Stand- - 
sicherheit der Pfahlspitze auf dem tragfähigen Baugrund und nicht so sehr durch die Knicksicherheit be- 


. grenzt. 


Aus den Kurventafeln Abb.18 u. 19 kann unter der Voraussetzung gerader Achsform ‘und zentrischer 
Belastung die Knicklast von durchgehend und teilgestützten Spitzenpfählen, deren Pfahlkopf drehbar, aber 
seitlich unverschieblich gehalten ist, für die meisten Fälle der Praxis ohne große Rechnung abgelesen werden. 
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Schriftleitung: Reg.-Baumeister a. D. Johannes Peters, Berlin 
Jährlich 12 Hefte DIN A 4 


Abonnementspreis: hi ua 

Inland: vierteljährlih DM 9,— u. Zustellgebühr 0... 
Ausland: ganzjährlih DM 36,— und Posted 00° 
Einzelheft: DM 3,50 und Postgeld R 


— 


DER STAHLBAU 


Schriftleitung: Prof. Dr.-Ing. Kurt Klöppel, Darmstadt 


ab }. Januar 1951 im 20. Jahrgang 
Jährlich 12 Hefte DIN A 4 


Abonnementspreis: 
Inland: halbjährlih DM 7,50 u. Zustellgebühr 
Ausland: ganzjährlih DM 15,— und Postgeld 
Einzelheft: DM 1,50 und Postgeld NEL IN 


BETON- UND STAHLBETONBA! 


früher: BETON U. EISEN 
Die Fachschrift für jeden Bauingenieur 
Erscheint seit Januar 1950 im 45. Jahrgang 
Begründet 1901 von Dr. F. v. Empe rger f, Wien 
Mit Zeitschriftenschau für das Sondergebiet 
Beton und Stahlbeton 
Schriftleitung: Reg.-Baumeister a. D. Erih Bornemann, Wiesbaden 
und Reg.-Baumeister a. D. Johannes Peters, Berlin hr 
Jährlich 12 Hefte DIN A 4 
Abonnementspreis: 
Inland: vierteljährlich DM 7,50 u. Zustellgebühr 
Ausland: ganzjährlich DM 30,— und Postgeld 
Einzelheft DM 3,— und Postgeld 


Die Zeitschriftenschau der „BAUTECHNIK“ und 
die von „BETON- UND STAHLBETONBAU*“ sind auch als 
Fortdruck erhältlich 


Preis ganzjährlich je DM 4,— und Postgeld 


Zubeziehen durchjede Buchhandlung 


